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"#� ��&� �� ����� �	����� �� 
�����
�� ���������� �#��� ����� �#�� �	��

�� ����������� ������ ��������� ���1 	���� ��� ���� 
���������1 
���� ��

�#��� ����
������ &��# � ����� ���������� � �	
# �	�� ��� �#� ���� ����


�������� �� ������ ��������� 
��
�������� ���	�� �#��� ����� 2��� ��
���

���	��� ������ �#�� �	
# � ��#����� �� �#���� � � ����� 
���� �� �������

�	�
����� �� ����������� ������ ���������� "#� �	����� �� �#��� ����� ��

�� ���� �� ������	
���� �� ���� �� �#��� ������� 
��
��������� ����	��������

"#� ����	������� ���
	���� �� �#��� ����� ��	�� ���� ������������� �� ���$

���� �	�
����� �� ����������� ������ ���������� ������� ���#��� #��� ����

3��&� �� ����� �	
# ����	�������1 ��
�	���� ���������� ���#��� ���������

�� �#� �4.5�� � 2�����1 ��� 2����� ��� �
#�
#���� 6-�7 8��� ���� �#�

��9	������ �	��� � �� 2
:������ 6)471 6-57;1 �����������$�#������
 ���#���

8��� <�#�&���1 =>
�1 ��� ?@���� 6�71 2����� 6)�71 6)!716))71 :���� 6�!71

2������ 6)-7 ��� 0�� 6-47;1 "���������� ���	
���� ���#�� 6.A716.-716..7 8���

���� +	
*�3 ��� 2
:������ 6)571 2
:������ 6-�71 B��
#��3� 6-!1 -)1 --7

��� �#� ��$
����� C������ ���#��D1 ����� �� �������#��
 ������� ����	��$

�����1 ��������� � +���	� 6!-716!)71 ��� ���� ��3�� ��� +���	� 6��71 2��$

���� 6).71 0�� 6-471 �	
#����1 +	����1 ��� 2������ 6�!71 6�)71 ��� �	��	��

6�-7� <���1 �����	� �������$���
�(
 ���#��� #��� ���� &��3�� �	� �� ���$

��� ����# �#��� 1 ��� E�����1 F	
*�31 ��� 0	
�G�3� 6!57 ��� � �	��� �
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� �����

"� ��3� �#��� ����� ����$
��������1 &� (��� ����9 ������	
� ���� �� �#�

����
 ����	������� �� ���������� �#��� �

%���� �� ���1 ��
��� �#�� ��� �� ����������� ������ �������� X1

�X =

∫∞
0

�{X � t}dt .

"#�� ������� �������� 	
����	��, ��� �� ����������� ������ �������� X1

��� t > 01

�{X � t} � �X

t
.

�� �����&� ���� 2��3���� ����	���� �#�� �� φ �� � ����
�� ��������
��� 

��
������� �����������$���	�� �	�
���� �#�� ��� �� ������ �������� X ���

���� �	���� t1

�{X � t} = �{φ(X) � φ(t)} � �φ(X)

φ(t)
.

<� �����
����� �� �#�� &��# φ(x) = x2 �� ����������� 	
����	��, �� X �� ��

�������� ������ �������� ��� t > 01 �#��

�{|X−�X| � t} = �
{
|X−�X|2 � t2} � �

�
|X −�X|2

�
t2

=
���{X}

t2
.

2��� �������� ��3��� φ(x) = xq 8x � 0;1 ��� �� q > 0 &� #���

�{|X −�X| � t} � � [|X−�X|q]

tq
.

�� ���
�(
 �������� ��� �� 
#���� �#� ���	� �� q �� ������*� �#� ��$

������ 	���� ��	��� �	
# ������ ��	��� ����� ������� &��# ��� �#���

��������� �� �#� ���� �������������� < ������� ���� �� �� �#� ����� �� �����


���� ��
�	
� ������� "�3��� φ(x) = esx &#��� s �� �� �������� ��������

�	����1 ��� �� ������ �������� X1 ��� �� t > 01 &� #���

�{X � t} = �{esX � est} � �esX

est
.

�



�� '#������� ���#��1 &� (�� �� s > 0 �#�� ������*�� �#� 	���� ��	�� ��

��3�� �#� 	���� ��	�� ������ ���� �#�	�# '#����� ��	��� ��� ����� ��

���� �� �#� ���� ������ ��	�� 8��� ����
��� �;1 �� ��� 
���� �#� ���

������ �� #������

"#� ������������� 	
����	�� ������ �#�� �� �#� ������ ��������� X

��� Y #��� (���� ��
��� ������� 8�[X2] < ∞ ��� �[Y2] < ∞;1 �#��

|�[XY]| �
�
�[X2]�[Y2].

H� �� 	�� �#�� �� ����� � ���$����� ����������� �� '#�� �#���� ����	��$

�� ,

������� � �����������	
���� 
���	���� ��� t � 0� ����

�{X−�X � t} � ���{X}

���{X} + t2
.

����	
 H� �� ���	�� &��#�	� ���� �� ��������� �#�� �X = 0� "#�� ���

��� t

t = �[t− X] � �[(t− X)�{X<t}].

8&#��� � ������� �#� ����
���� �	�
����;� "#	� ��� t � 0 ���� �#� '�	
# $

�
#&��* ����	���� 1

t2 � �[(t− X)2]�[�2
{X<t}]

= �[(t− X)2]�{X < t}

= (���{X} + t2)�{X < t},

�#�� ��1

�{X < t} � t2

���{X} + t2
,

��� �#� 
���� �����&�� �

H� ��� �#�� ��
���� � ��
������ � ������ ����
������ ����	���� �	� ��

'#�� �#�� 8���1 ����1 6�.7;� H� ���� #��� �#�� ����
������ ���������� �� 

����� �� 	��� �� ������ 
��
��������� ����������� H� ����� �#� ������ ��

�#� �	��� �� :	����#� ��� 0��I�� 6�57

!



������� � ����������� 	����	��
 
���	���� ��� f ��	 g 
�

���	�������� ���������	 ��������� 	����	 �� ��� ��� ����� �� X ��

� ���������	 ��	�� ����
��� ����

�[f(X)g(X)] � �[f(X)]�[g(X)]| .

�� f �� ������������ ��	 g �� ���	�������� ����

�[f(X)g(X)] � �[f(X)]�[g(X)]| .

����	
 +�� �#� ������ �������� Y �� �������	��� �� X ��� ����������� ��

��� �� f ��� g ��� �����
�������1 (f(x) − f(y))(g(x) − g(y)) � 0 �� �#��

�[(f(X) − f(Y))(g(X) − g(Y))] � 0 .

������ �#�� ����
������ �� ������ �#� (��� ����	���� � "#� ����� �� �#�

��
��� �� �������� �

< ��&���	� ��������*����� �� �#� ����� �� �#� &���$3��&� %?= ����	���� 

�� %���	��1 ?������ �1 ��� =������ 6��7� < ����$���	�� �	�
���� f ��(���

�� �n �� ���� �� �� �����
������� 8�����
�������; �� �� �� �����
�������

8�����
�������; �� ��
# ���������

������� � ��� 
���	���� ��� f, g : �n → � 
� ���	�������� �����

������ �� Xn
1 = (X1, . . . , Xn) �� � ��	�� ����
�� ������ ������ �� �n�

����

�[f(Xn
1)g(Xn

1)] � �[f(Xn
1)]�[g(Xn

1)]| .

�� f �� ������������ ��	 g �� ���	�������� ����

�[f(Xn
1)g(Xn

1)] � �[f(Xn
1)]�[g(Xn

1)]| .

����	
 <����1 �� �	J
�� �� ����� �#� (��� ����	���� � H� ���
��� � ��$

�	
����� %�� n = 1 �#� ��������� �� I	�� '#�� �#���� ����
������ ����	���� �

K�& �	����� �#� ��������� �� ��	� ��� m < n� "#��

�[f(Xn
1)g(Xn

1)] = ��[f(Xn
1)g(Xn

1)|X1, . . . , Xn−1]

� � [�[f(Xn
1)|X1, . . . , Xn−1]�[g(Xn

1)|X1, . . . , Xn−1]]

)



��
�	�� ����� X1, . . . , Xn−11 ���# f ��� g ��� �����
������� �	�
����� �� �#�

n$�# ��������� K�& ���� �����	� ���� �#� ���	������ �#�� ���# f �(Xn−1
1 ) =

�[f(Xn
1)|X1, . . . , Xn−1] ��� g �(Xn−1

1 ) = �[g(Xn
1)|X1, . . . , Xn−1] ��� �����$


������� �	�
�����1 �� � �#� ���	
���� # ���#����1

�[f �(Xn−1
1 )g �(Xn−1

1 )] � �[f �(Xn−1
1 )]�[g �(Xn−1

1 )] = �[f(Xn
1)]�[g(Xn

1)]|

�� �������� �

���������

������� � ����
�� ��� ����
��� ���
��� ���� ���� ����
� ��
��

��� ��	� ������	�	�	�� ��� ������ ������ ���
 ����
�� ��
��� ���� ����

�	���� ��� X �� � 
�

����	�� ��
��� ���	���� �
� ��� t > 0� !�� ����

����
� ��
� ��� ��� ��	� ������	�	�� �{X � t} 	� ���q�[Xq]t−q �����

��� �	
	�� 	� ����
 ���� ��� ���	�	�� 	
������� !�� ���� ����
�� ��
�

	� ���s>0�[es(X−t)]� "���� ����

���
q
�[Xq]t−q � ���

s>0
�[es(X−t)].

������� � ���� 	
� ����
� ����
� �������� ���� ���� 	� X 	� �


�

����	�� 	
����������� ��
��� ���	���� ���
 �{X �= 0} � �X� ����

���� ����

�{X = 0} � ���(X)

���(X) + (�X)2
.

������� � ����	���	
 ����
��� #� ��� ���� � ��
��� ���	���� X ���

� ������	�
 �	���	��	�
 	� ����� �$	��� � ��
���
� c > 0 ��� ���� ��� ���

s > 0 �[esX] � ecs2
� ���� ���� ����� �$	��� � 
	������ ��
���
� K ���

���� 	� X 	� ������	�
 ���
 ��� ����� ���	�	�� 	
����� q 

(�[Xq
+])1/q � K�cq .

������� � ����	���	
 ����
�����
������ %�� X �� � ��
��� ���	�

���� ��� ���� ����� �$	��� � ��
���
� c > 0 ��� ����

(�[Xq
+])1/q � �

cq

-



��� ����� ���	�	�� 	
����� q� ���� ���� X 	� ������	�
� ���� ����	���� 

���� ���� ��� �
� s > 0 

�[esX] �
�
2e1/6eces2/2 .

������� � �������
�
�	� ����
��� #� ��� ���� � ��
��� ���	���� X

��� � ���$��
�
�	�� �	���	��	�
 	� ����� �$	��� � ��
���
� c > 0 ��� ����

��� ��� 0 < s < 1/c �[esX] � 1/(1− cs)� ���� ���� 	� X 	� ���$��
�
�	�� 

���
 ��� ����� ���	�	�� 	
����� q 

(�[Xq
+])1/q � 4c

e
q .

������� � �������
�
�	� ����
�����
������ %�� X �� � ��
���

���	���� ��� ���� ����� �$	��� � ��
���
� c > 0 ��� ����

(�[Xq
+])1/q � cq

��� ����� ���	�	�� 	
����� q� ���� ���� X 	� ���$��
�
�	��� ���� ����	���� 

���� ���� ��� �
� 0 < s < 1/(ec) 

�[esX] � 1

1− ces
.

.



� ���� �� �
����
��� 	��
�� ��	�����

�� �#�� ������	
��� ��
���� &� ��
��� ���� ������ ����	������� ��� �	�� ��

����������� ������ ���������� ���� &� ��� �������� 
��
����� &��# 	����

��	��� ��� �#� ������������� �� ���������� ���� �#� ����1 �#�� ��1 �� ������

����	������� ��� �{Sn −�Sn � t}1 &��# Sn =
∑n

i=1Xi1 &#��� X1, . . . , Xn ���

����������� ����$���	�� ������ ����������

'#�� �#���� ����	���� ��� ����������
� ���������� ���� 

�{|Sn −�Sn| � t} � ���{Sn}

t2
=

∑n
i=1���{Xi}

t2
.

�� ��#�� &����1 &������ σ2 = 1
n

∑n
i=1���{Xi}1

�

{������ 1n
n∑

i=1

Xi −�Xi

������ � ε
}
� σ2

nε2
.

"#�� ������ ����	���� �� �� �#� ����� �� �#� ���� ��� �� ����� 
������

"� 	��������� &# �#�� ����	���� �� 	��������
��� 1 ��
��� �#��1 	����

���� ���������� ���	����� 
���������1 �#� 
������ ����� �#����� ������ �#��

�

{�
n

σ2

�� 1
n

n∑
i=1

Xi −�Xi

�	 � y
} → 1−Φ(y) � 1�

2π

e−y2/2

y
,

���� &#�
# &� &�	�� ����
�1 �� ����� �� � 
������ ����� �� �#� ����������1

�����#��� ��3�

�

{
1

n

n∑
i=1

Xi −�Xi � ε
}
� e−nε2/(2σ2). 8�;

'����� 1 '#�� �#���� ����	���� �� &� �� ���3 �� �#�� 
���1 �� &� �#�	��

���3 ��� �����#��� ������� �� �#� ���	�� &� ����� ���� �� �#� ��������


�����
�� ����������� ����	������� ��� �#� ���� ������������� �� �	�� �� ����$

������� ������ ��������� &#�
#  ���� �����(
���� �#����� ����������

�	
 ��������� ����������

'#������� ��	����� ���#��1 ���
����� �� ��
���� �1 �� ����
���� 
����$

����� ��� ��	����� ���� ������������� �� �	�� �� ����������� ������ ����$

A



������ "#� ������ �� �#�� ���
� �#� ����
��� ���	� �� � ����	
� �� �������$

���� ������ ��������� ��	��� �#� ����	
� �� �#� ����
��� ���	��1 '#�������

��	�� ��
����

�{Sn −�Sn � t} � e−st
�


����
��s n∑

i=1

(Xi −�Xi)

�	�
= e−st

n∏
i=1

�

�
es(Xi−�Xi)

�
8� ����������
�;� 8�;

K�& �#� ������� �� (����� ���#� ��	��� 
���� ��&� �� (����� � ����

	���� ��	�� ��� �#� ������ ���������� �	�
���� �� �#� ������ ���������

Xi−�Xi� "#��� ��� ��� &� � �� ����� �#��� %�� ��	���� ������ ���������

���#��� �#� ���� ������� ������� �� �	� �� �������� 6�47,

����� � ������
��� 
���	���� ��� X 
� � ��	�� ����
�� ����

�X = 0� a � X � b� ���� �� s > 0�

�

�
esX

�
� es2(b−a)2/8.

����	
 K��� �#�� � 
������� �� �#� ����������� �	�
����

esx � x− a

b− a
esb +

b− x

b− a
esa ��� a � x � b�

���������� �X = 01 ��� ������	
��� �#� �������� p = −a/(b− a) &� ���

�esX � b

b− a
esa −

a

b− a
esb

=
�
1− p+ pes(b−a)

�
e−ps(b−a)

���
= eφ(u),

&#��� u = s(b− a)1 ��� φ(u) = −pu+ ���(1− p+ peu)� 	� � ������#�$

���&��� 
��
	������ �� �� ��� �� ��� �#�� �#� ���������� �� φ ��

φ �(u) = −p+
p

p+ (1− p)e−u
,

4



�#������� φ(0) = φ �(0) = 0� 2�������1

φ ��(u) =
p(1− p)e−u

(p+ (1− p)e−u)2 �
1

4
.

"#	�1 � "� ����� �#�����1 ��� ���� θ � [0, u]1

φ(u) = φ(0) + uφ �(0) +
u2

2
φ ��(θ) � u2

8
=
s2(b− a)2

8
. �

K�& &� �� ����
�� ��	� �#�� ����� ���� 8�;,

�{Sn −�Sn � t}

� e−st
n∏

i=1

es2(bi−ai)
2/8 8� +���� �;

= e−stes2
∑n

i=1(bi−ai)
2/8

= e−2t2/
∑n

i=1(bi−ai)
2

8� 
#������ s = 4t/
∑n

i=1(bi − ai)
2;.

������� � ������
��� �	� 
���	��� ����� ��� X1, . . . , Xn 
�

��	����	��� 
���	�	 ��	�� ����
��� ���� ���� Xi ����� �� ��� �������

[ai, bi] ���� ��
�
����� ���� ���� �� ��� t > 0 �� ����

�{Sn −�Sn � t} � e−2t2/
∑n

i=1(bi−ai)2

��	

�{Sn −�Sn � −t} � e−2t2/
∑n

i=1(bi−ai)
2

.

"#� �#����� ����� �� �������� 3��&� �� &����	
��� 	
����	��� %��

�������� ������ ��������� �� &�� ������ � '#����� 6�47 ��� L3�����

6-�7�

"#�� ����	���� #�� �#� ���� ���� �� �#� ��� &� #���� ��� ����� ��

8�; ��
��� �#�� �#� ������� ������
� σ2 �� �����
�� � �#� 	���� ��	��

(1/4)
∑n

i=1(bi − ai)
2� �� ��#�� &����1 ���������� ����	���� ������� ��$

��������� ���	� �#� ������
� �� �#� Xi��� "#� ����	������� ���
	���� ����

������� �� ����������� �� �#�� �����
��

�5



�	� ����������� ����������

<��	�� ��& &��#�	� ���� �� ��������� �#�� �Xi = 0 ��� ��� i = 1, . . . , n�

L	� �������� ����� �� ����� 8�;1 �#�� ��1 &� ���� ��	��� ��� �
�
esXi

�
� �����$

�	
� σ2
i = �[X2

i ]1 ���

Fi =

∞∑
r=2

sr−2
�[Xr

i]

r!σ2
i

.

���
� esx = 1+ sx+
∑∞

r=2 s
rxr/r!1 &� �� &����

�

�
esXi

�
= 1+ s�[Xi] +

∞∑
r=2

sr�[Xr
i]

r!

= 1+ s2σ2
iFi 8���
� �[Xi] = 0�;

� es2σ2
i Fi .

K�& ���	�� �#�� �#� Xi�� ��� ��	���� �	
# �#�� |Xi| � c� "#�� ��� ��
#

r � 21
�[Xr

i] � cr−2σ2
i .

"#	�1

Fi �
∞∑

r=2

sr−2cr−2σ2
i

r!σ2
i

=
1

(sc)2

∞∑
r=2

(sc)r

r!
=
esc − 1− sc

(sc)2
.

"#	�1 &� #��� ��������

�

�
esXi

�
� es2σ2

i
esc−1−sc

(sc)2 .

0��	����� �� 8�; ��� 	���� �#� �������� σ2 = (1/n)
∑
σ2

i 1 &� ���

�

{
n∑

i=1

Xi > t

}
� enσ2(esc−1−sc)/c2−st.

K�& &� ��� ���� �� 
#���� s� "#� 	���� ��	�� �� ������*�� ���

s =
1

c
���

�
1+

tc

nσ2

�
.

0��	�����	���� �#�� ���	�1 &� ������ '�

����� 	
����	�� 647,

��



������� � ��

����� 
���	���� ��� X1, . . .� Xn 
� ��	����	���

���������	 ��	�� ����
��� ���� ��� ����� ��	 ������ ���� |Xi| � c
���� ��
�
����� ���� ���

σ2 =
1

n

n∑
i=1

���{Xi}.

���� �� ��� t > 0�

�

{
n∑

i=1

Xi > t

}
� ���

�
−
nσ2

c2
h

�
ct

nσ2

��
.

���� h(u) = (1+ u) ���(1+ u) − u �� u � 0�

"#� ������� �� �#�� ����	���� �� ���#��� ���� ���� �� &� �� ���� �	��#��

��	������ <��� ��� �#� ��������� ����	���� h(u) � u2/(2+2u/3)1 u � 0
8&#�
# �� �� ���� � 
�������� �#� ����������� �� ���# �����; &� ������

� 
�����
�� ����	���� �� �������� 6�57,

������� � ���
���
�� 
���	���� ��	� ��� ���	������ �� ��� ���

����� ������� �� ��� ε > 0�

�

{
1

n

n∑
i=1

Xi > ε

}
� ���

�
−

nε2

2σ2 + 2cε/3

�
.

H� ��� �#��1 ��
��� ��� �#� ���� 2cε/3 �� �#� ����������� �� �#� ����$

����1 ���������� ����	���� �� �	���������� ���#� &#�� &� 
������ �� &��#

�#� 
������ ����� �#����� 8�;� ���������� ����	���� ������ �	� ��� ����

����������� �#��������, �� σ2 < ε1 �#�� �#� 	���� ��	�� ��#���� ��3�

e−nε ������� �� �#� e−nε2
�	�������� � ���������� ����	���� � "#�� ���#�

�� ���	������ ��������� � ��
������ �#�� � �������8n, λ/n; �������	����


�� �� ������������1 ��� ����� n1 � � B������8λ; �������	����1 &#��� ����

��
������ �� e−λ�

��



���������

������� � %�� X1, . . . , Xn �� 	
����
��
� ��
��� ���	����� ���	
� ���	�

����� ���� [0, 1]� (�
��	
� m = �Sn ���� ���� ��� �
� t � m 

�{Sn � t} �
�
m

t

�t�n −m

n− t

�n−t

.

&	
�) "������ �� ����
���� ��
�	
��

������� � ��
�
�	��
� *�� ��� ����	�� �$���	�� �� ���� ����

�{Sn � t} �
�
m

t

�t

et−m,

�
� ��� ��� ε > 0 

�{Sn � m(1+ ε)} � e−mh(ε),

����� h 	� ��� �
��	�
 ��+
�� 	
 '�

����� 	
����	��� ,	
���� 

�{Sn � m(1− ε)} � e−mε2/2.

-��� ���� .��� /012 &����� �
� 34� /5627�

������� � ������� ��� +��� ��
� �� ��� ����	�� �$���	�� �	�� ���

���� ����
�� ��
� ��� ��� ��	� �� � "�	���
 ��
��� ���	����) ��� Y ��

� "�	���
-m7 ��
��� ���	����� ���� ����

�{Y � t} � ���
s>0

�

�
esY

�
est

=

�
m

t

�t

et−m.

*�� ��	��	
��� ������ �� ���� ����

�{Y � t} � �{Y = t} �
�
m

t

�t

et−m 1�
2πt

e−1/(12t+1),

������� �� �	���
�  ����� ����	����
�� %�� � �� � +
	�� ���

�	�� N �����
�� �
� ��� X1, . . . , Xn �� � ��
��� ������ �	���� ��������

��
� ���� � �
� Y1, . . . , Yn � ��
��� ������ �	�� ���������
� ���� � �

���� ���� ��� �
� ��
��$ ���������� �
��	�
 f 

�f

�� n∑
i=1

Xi

�	 � �f
�� n∑

i=1

Yi

�	 .

��



8
 ����	���� �� ���	
� f(x) = esx �� ��� ���� ��� 	
����	�	�� ���	��� ���

��� ��� �� 	
����
��
� ��
��� ���	����� Yi �	
� ����
���� ��
�	
�

����	
 ��� ��� ��� �� �� ��� Xi��� -!�	� ����� 	� �� �� &����	
� /592�7

�!



� ��� ��	������� ��������

"#� ���� �	����� �� �#��� ����� �� �� �#�& #�& ��� �� �#� ���� ����	���$

���� ��� �	�� �� ����������� ������ ��������� 
�� �� �������� �� �������

�	�
����� �� ����������� ������ ���������� "#� ��������1  �� �	��������� 

��&���	� ����	���� �� �#�� 3��� �� 3��&� �� �#� :���
����	
 	
����	��� ��

��	��� �#� ������
� �� � ������� �	�
����� "� ������ ���� ����	�������1 ���

�� ����� 	�� '#�� �#���� ����	���� �

+�� � �� ���� ���1 ��� ��� g : �n → � �� � ����	����� �	�
���� ��

n ���������� H� ������ ����	������� ��� �#� �������
� ���&��� �#� ������

�������� Z = g(X1, . . . , Xn) ��� ��� ����
��� ���	� �Z &#�� X1, . . . , Xn ���

�������� ����������� 8��� ��
������� ������
��� �������	���M; ������

��������� ��3��� ���	�� �� � �

"#� ���� ����	������� �� �#�� ��
���� �����& ���� �#� ���� ������ ���	���

"� ������� ��������1 &� &���� �i ��� �#� ����
��� ���	� &��# �����
� ��

�#� �������� Xi1 �#�� ��1 �iZ = �[Z|X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn]�

������� �

���(Z) �
n∑

i=1

�

�
(Z−�iZ)

2
�
.

����	
 "#� ����� �� ����� �� ��������� ���������� �� 
���������� ��$

��
������� 0�
��� �#�� �� X ��� Y ��� �������� ��	���� ������ ���������1

�#�� �[XY] = �[�[XY|Y]] = �[Y�[X|Y]]�

������	
� �#� �������� V = Z−�Z1 ��� ��(��

Vi = �[Z|X1, . . . , Xi] −�[Z|X1, . . . , Xi−1], i = 1, . . . , n.

'����� 1 V =
∑n

i=1Vi� 8"#	�1 V �� &������ �� � �	� �� ���������� �����$

�)



��
���; "#��

���(Z) = �


��
�� n∑

i=1

Vi

�	2
��

= �

n∑
i=1

V2
i + 2�

∑
i>j

ViVj

= �

n∑
i=1

V2
i ,

���
�1 ��� �� i > j1

�ViVj = �� [ViVj|X1, . . . , Xj] = � [Vj� [Vi|X1, . . . , Xj]] = 0 .

"� ��	�� �V2
i 1 ���� �#��1 � ����������
� �� �#� Xi1

�[Z|X1, . . . , Xi−1] = �

�
�[Z|X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn]

����X1, . . . , Xi

�
,

��� �#�������

V2
i = (�[Z|X1, . . . , Xi] −�[Z|X1, . . . , Xi−1])

2

=

�
�

�
�[Z|X1, . . . , Xn] −�[Z|X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn]

����X1, . . . , Xi

��2

� �

�
(�[Z|X1, . . . , Xn] −�[Z|X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn])

2
����X1, . . . , Xi

�
8� E������� ����	���� ;

= �

�
(Z−�iZ)2

����X1, . . . , Xi

�
.

"�3��� ����
��� ���	�� �� ���# �����1 &� ������ �#� ���������� �

K�& �#� �����$����� ����	���� �����&� ����� � "� ����� �#� �#�����1 ���

X �1, . . . , X
�
n ���� �� ����������� 
�� �� X1, . . . , Xn ��� &����

Z �i = g(X1, . . . , X
�
i, . . . , Xn) .

������� � ����
����
 
���	��� !����
 	
� ���
 ��"�# ������

�$%�&�

���(Z) � 1

2

n∑
i=1

�

�
(Z− Z �i)

2
�

�-



����	
 "#� ��������� �����&� � "#����� . ����� � 	���� 8
��������$

��� ; �#� ��������� ��
� �#�� �� X ��� Y ��� ����������� ��� ������
��� 

�������	��� ������ ���������1 �#�� ���(X) = (1/2)�[(X−Y)2]1 ��� �#�������

�i

�
(Z−�iZ)

2
�

=
1

2
�i

�
(Z− Z �i)

2
�
. �

������
 L������ �#�� �� �#� 
��� &#�� Z =
∑n

i=1Xi �� � �	� �� �������$

���� ������ ��������� 8�� (���� ������
�; �#�� �#� ����	���� �� "#�����

A ��
���� �� ��	���� � "#	�1 �#� ��	�� �� �#� �����$����� ����	���� ��1

�� � �����1 ��� ����������� "#�� ������� ���� �#�&� �#��1 ����� ��� �	�
$

����� �� ����������� ������ ���������1 �	��1 �� ���� �����1 ��� �#� �����


��
��������� ���& &� &��� ��� ��#�� ������
�� ��� �#�� �������� ������� 

�� �	���

<���#�� 	���	� 
������� �� "#����� . �� �������� � ��
������ �#��1 ���

�� ������ �������� X1 ���(X) � �[(X−a)2] ��� �� 
������� a � �� N����
�#�� ��
� 
����������� 1 &� #���1 ��� ���� i = 1, . . . , n1

�i

�
(Z−�iZ)2

�
� �i

�
(Z− Zi)

2
�

&#��� Zi = gi(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn) ��� �������� ����	����� �	�
�����

gi : �n−1 → � �� n − 1 ���������� "�3��� ����
��� ���	�� ��� 	����

"#����� . &� #��� �#� �����&����

������� �

���(Z) �
n∑

i=1

�

�
(Z− Zi)

2
�
.

�� �#� ���� �&� ��
����� &� ���
����*� �#� �����$����� ����	���� ���

��� ������� "#����� 4 �� �	�
����� &#�
# ������ ���� ������ ��� $��$����� 

�����������

�	
 ��������� ���� ������� ���������

H� �� �#�� � �	�
���� g : �n → � #�� �#� ��
��� �	����
��� ��������

�� ��� ���� ����������� 
�������� c1, . . . , cn1

�	�
x1,...,xn,

x�

i��

|g(x1, . . . , xn) − g(x1, . . . , xi−1, x
�
i, xi+1, . . . , xn)| � ci , 1 � i � n .

�.



�� ��#�� &����1 �� &� 
#���� �#� i$�# �������� �� g &#��� 3������ ��� �#�

��#��� (���1 �#� ���	� �� �#� �	�
���� 
����� 
#���� � ���� �#�� ci�

"#�� �#� �����$����� ����	���� ������� �#� �����&���,

��������� � �� g ��� ��� 
���	�	 	� ������ ������ ���� ���������

c1, . . . , cn� ����

���(Z) � 1

2

n∑
i=1

c2
i .

K��� &� ���� ���� ����������� �����
������ �� �#�� 
������� � �� ��� 
����

�#� ��	�� ��� �#� ������
� �� �������� ���������� 1 &#��� � ����
� ����������

�� �#� ������
� �� �� �	��� ���������

��� ��
 �
 �	��
�� "#�� �� ��� �� �#� ����
 ���������� ������
#

��������� =���� n �	����� x1, . . . , xn � [0, 1]1 �#� �	������ �� �#� ���$

��&���, &#�� �� �#� ������� �	���� �� C����D ���� &#�
# �#��� �	�����


�� �� ��
3�� �	
# �#�� �#� �	� �� �#� �	����� �� ��
# ��� ������� ��$


��� ���� +�� g(x1, . . . , xn) �� �#�� �����	� �	����� "#� ��#����� ��

Z = g(X1, . . . , Xn)1 &#�� X1, . . . , Xn ��� ����������� ������ ���������1 #��

���� ���������� ��	����1 ���1 ��� �������1 0#�� ��� "�������� 6-A71 0#��

6-.71 "�������� 6.-7� K�& 
����� � 
#������ ��� �� �#� xi��1 �#� ���	� ��

g(x1, . . . , xn) 
����� 
#���� � ���� �#�� ���1 �� &� #���

���(Z) � n

2
.

��&����1 �#����� ��	��� �� �� ������ � 	���� "���������� 
����� ���$

���
� ����	���� ���
	���� ������

��� ��
 ��
���� �����
 ��������
��� "#�� ������� #�� ����

��	���� ���������� ��� ���	� �5  ���� ��&1 ��� '#�>��� ��� ���3�� 6�571

:�3�� 6��71 :��OP3 ��� B������� 6��71 ������ 6.�1 .)71 "#� �������� �������

�� �#� �����&���, +�� X1, . . . , Xn ��� Y1, . . . , Yn �� �&� ���	��
�� �� 
���

9���� :�(�� Z �� �#� �����# �� �#� ������� �	����	��
� &#�
# ������� ��

���# ���	��
��1 �#�� ��1

Z = ���{k : Xi1 = Yj1 , . . . , Xik = Yjk ,

&#��� 1 � i1 < � � � < ik � n ��� 1 � j1 < � � � < jk � n}.

�A



"#� ��#����� �� �Z #�� ���� ������������ �� ��� ������� �� �� 3��&�

�#�� �[Z]/n 
�������� �� ���� �	���� γ1 &#��� ���	� �� 	�3��&�� ��

�� 
��I�
�	��� �� �� 2/(1 +
�
2)1 ��� �� �� 3��&� �� ���� ���&��� 0.75796

��� 0.83763� ���� &� ��� 
��
����� &��# �#� 
��
��������� �� Z� < ��$

������ �#�	�#� ������� �#�� 
#������ ��� ��� 
���� 
#���� �#� �����# �� �#�

������� 
����� �	����	��
� � ���� �#�� ���1 �� Z �����(�� �#� ��	����

�������
�� ������� &��# ci = 1� '�����	���� 1

���{Z} � n,

8��� ������ 6.!7;� "#	�1 � '#�� �#���� ����	���� 1 &��# ����� ���������� 1

Z �� &��#�� � 
������� �����
�
n �� ��� ����
��� ���	�� �� ��#�� &����1 ��

�� ������� 
��
�������� ���	�� �#� ����1 &#�
# ����� �#�� ���	��� ���	�

�Z ����� ���� 	� ���	� �#� ��#����� �� �#� ������� 
����� �	����	��
�

�� �&� ������ ��������

��� ��
 �
���� ���	��
�� L�� �� �#� 
������ �	�������� �� ���$

�����
�� �������� �#��� ��� ������
�� ���
��� �#��� �� �#� �����&���, ���

X1, . . . , Xn �� ������ ������ ��������� ��3��� �#��� ���	�� �� ���� ��� � 1 ���

��� 	 �� � 
����
���� �� �	����� �� � � +�� μ ������ �#� �������	���� �� X11

�#�� ��1 μ(A) = �{X1 � A}1 ��� ��� μn ������ �#� ������
�� �������	����,

μn(A) =
1

n

n∑
i=1

�{Xi�A} .

"#� �	����� �� �������� ��

Z = �	�
A��

|μn(A) − μ(A)|.

�� ���n→∞ �Z = 0 ��� ���� �������	���� �� �#� Xi��1 �#�� 	 �� 
����� �


	���� ;�	��
�����
����	 �����1 ��� /����3 ��� '#�������3�� 6A�7 ���� �

���	���	� 
������������ 
#���
����*����� �� �	
# 
������� 	� ���������� ��

&#�� 	 ��1 � 
#������ ��� Xi1 Z 
�� 
#���� � �� ���� 1/n1 �� ����������

�� �#� ��#����� �� �Z1 &� ��&� � #���

���(Z) � 1

2n
.

�4



%�� ���� ����������� �� �#� ��#����� �� Z ��� ��� ���� �� �������� �#��� 

���1 ��� �������1 :���� �1 = @�(1 ��� +	���� 6�A71 /����3 6A�71 ��� ���

/���� ��� H������ 6.471 :	��� 6��7�

K��� &� �#�& #�& � 
����� ���3 �� �#� �����$����� ����	���� ������� �

�����(
���� ������ ��	�� ��� �#� ������
� �� Z� H� �� �#�� �� � ����#�� 

���� ������� �����&��3 �� ������
�� ���
������ +�� 
 �� � 
���� �� ����$

���	�� �	�
����� 8�� ��	�������� �� ���	���M; ��� ��(�� Z = g(X1, . . . , Xn) =

�	�f��

∑n
j=1 f(Xj)� L������ �#��1 � � ����� 1 �#� �����$����� ����	���� 

�� �� ��&������ ��

���(Z) � 1

2

n∑
i=1

�

�
(Z− Z �i)

2
�

=

n∑
i=1

�

�
(Z− Z �i)

2
�Z�

i<Z

�
.

+�� f� � 
 ������ �#� 8������; �	�
���� &#�
# �
#����� �#� �	����	� ��

�#� ��(������ �� Z1 �#�� ��1 Z =
∑n

j=1 f
�(Xj)� "#�� 
����� 1

(Z− Z �i)
2
�Z�

i<Z � (f�(Xi) − f�(X �i))
2

��� �#�������

���(Z) � �


��	�
f��

n∑
i=1

(f(Xi) − f(X �i))
2

�
� �


��	�
f��

n∑
i=1

�
2f(Xi)

2 + 2f(X �i)
2
��

� 4�


��	�
f��

n∑
i=1

f(Xi)
2

� .

%�� �	�
����� f � 
 ��� ��3��� ���	�� �� �#� �������� [−1, 1]1 �#�� ���� I	��

�#� ��	���� �������
�� ������� &� ������� ���(Z) � 2n� "#� ��& ��	��

�� �� � �����(
��� ����������� &#������ �#� �����	� �� �#� ������
��∑n
i=1 f(Xi)

2 �� �#� �	�
����� �� 
 �� ������ 2��� ���������� 1 �� ��������

�#� ��& ��	�� &� #��� ��� ���	��� �� ��	�������� �� �#� �	�
����� f�

"#� ����������� ���� ����	���� �	� �� "�������� 6..7 ������� �#�� ������
�

����	���� 1 ��� �� ��� �� �#� ���� ��������� ��
��� ���	��� �� �#� �#��� 

�� ������
�� ���
�����1 ��� ���� +���	� 6!-71 2������ 6).71 0�� 6-471 ���

�	��	�� 6�-7�
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��� ��
 ���� �	��	�� ��� 
 ���
��� ������	��
� '������� �

����
��� ����# �	
# �#�� � &���#� Xi �� �������� �� ��
# ���� ei �	
# �#��

�#� Xi ��� ����������� ����������� ������ ��������� &��# ��
��� ������

�X2
i = σ2� +�� v1 ��� v2 �� (��� �����
�� �� �#� ����#� H� ��� ����������

�� �#� ����� &���#� �� �#� ���# ���� v1 �� v2 &��# �����	� &���#�� "#	�1

Z = ���
P

∑
ei�P

Xi

&#��� �#� �����	� �� ��3�� ���� ��� ���#� P ���� v1 �� v2� :����� �#�

������� ���# � P��  �����
��� Xi &��# X
�
i1 �#� ����� �����	� &���#�


�� ��� ��
����� �� �#� ���� ei �� �� P
�1 ��� �#�������

(Zi − Z �i)
2
�Z�

i>Z � (X �i − Xi)
2
�ei�P� � X �i2�ei�P� .

"#	�1

���(Z) � �
∑

i

X �i
2
�ei�P� = σ2

�

∑
i

�ei�P� � σ2L

&#��� L �� �#� �����# �� �#� ������� ���# ���&��� v1 ��� v2�

��� ��
 �
��� �� ��� �����	� ����� '��
��������� ����	�������

#��� ���� 	��� �� � 3� ���� �� ��
��� ������������ �� ����� ����
����

���#��� �� ��������
�� �������� �#��� � %�� �#� ��
3���	�� &� ����� ��

�#� �#� ��
��� &��3 �� ?���
#���3�� B��
#��3� 6!�71 2������ 6)A71 �������1

�	
#����1 ��� +	���� 6)71 +	���� ��� H��3��� 6)�71 �	��	�� 6�.7�

+�� 
 ������ � 
���� �� {0, 1}$���	�� �	�
����� �� ���� ���
� � � %��

������
�� �� �#� ���������� &� ���	�� �#�� 
 �� (����� "#� ���	��� ������

��	� ��� ������� 
������ �� ���� �� �#� ����	������� ���	�� ��� ��3�� 
���

��� =���� �� ������ ������ Dn = (�Xi, Yi�)i�n �� n ����� �� ������ ���������

�Xi, Yi� ��3��� ���	�� �� �  {0, 1}1 ��� ��
# f � 
 &� ��(�� �#� ������
��

����

Ln(f) =
1

n

n∑
i=1


(f(Xi), Yi)

&#��� �#� ���� �	�
���� 
 �� ��(��� �� {0, 1}2 � 


(y, y �) = �y�=y� .

��



�� ������������
 
�����(
����� ��� �������� �#��� �� �� 
����� �� ����
�

�� ������� �� 
 � ������*��� �#� ������
�� ����� "#� �	����� �� ��������

�� �#�� ��
���� �� �#� ������� ������
�� ����

�L = ���
f��

Ln(f).

'������� � ���������� ������� �#�� ���(�L) � 1/(2n)� ��&����1 � ����


����	� �����
����� �� �#� �����$����� ����	���� ������� �#�� �L�� �� �	
#

���� 
��
�������� �#�� �����
��� � �#�� ������ ����	���� � =������ ���#�

���	��� ��� �#� 9	
�	������ �� �L �������� ������ �����#� ���� �#� 
����������

�� ��������� �� 
������ ����� ����
���� ���#����

+�� Z = n�L ��� ��� Z �i �� ��(��� �� �� "#����� A1 �#�� ��1

Z �i = ���
f��


�∑
j�=i


(f(Xj), Yj) + 
(f(Xi
�), Yi

�)

�
&#��� �Xi

�, Yi
�� �� ����������� �� Dn ��� #�� �#� ���� �������	���� ��

�Xi, Yi�� K�& �#� 
��������� ���� �� �#� �����$����� ����	���� �� �#� ���$

��&���,

���(Z) � 1

2

n∑
i=1

�

�
(Z− Z �i)

2
�

=

n∑
i=1

�

�
(Z− Z �i)

2
�Z�

i>Z

�
+�� f� ������ � 8������� ���$	���	�; ������*�� �� �#� ������
�� ���3 ��

�#�� Z =
∑n

j=1 
(f
�(Xj), Yj)� "#� 3� ����������� �� �#��

(Z− Z �i)
2
�Z�

i>Z � (
(f�(Xi
�), Yi

�) − 
(f�(Xi), Yi))
2
�Z�

i>Z

= 
(f�(X �i), Y
�
i)��(f�(Xi),Yi)=0 .

"#	�1

n∑
i=1

�

�
(Z− Z �i)

2
�Z�

i>Z

�
� �

∑
i:�(f�(Xi),Yi)=0

�X�

i,Y
�

i
[
(f�(X �i), Y

�
i)] � n�L(f�)

&#��� �X�

i,Y
�

i
������� ����
������ &��# �����
� �� �#� ��������� X �i, Y

�
i ��� ���

��
# f � 
 1 L(f) = �
(f(X), Y) �� �#� ��	� 8����
���; ���� �� f� "#�������1

�#� �����$����� ����	���� ������� �#��

���(�L) � �L(f�)

n
.

��



"#�� �� � �����(
��� ����������� ���� �#� ��	�� 1/(2n) &#������ �L(f�)

�� �	
# ������� �#�� 1/2� "#�� �� ��� ����� �#� 
���� %�� �������1 &�

#���

L(f�) = �L− (Ln(f�) − L(f�)) � Z

n
+ �	�

f��
(L(f) − Ln(f))

�� �#�� &� ������

���(�L) � ��L
n

+
� �	�f��(L(f) − Ln(f))

n
.

�� ���� 
���� �� ��������1 � �	�f��(L(f) − Ln(f)) �� �� ��	���� � �


������� 8��������� �� 
; ����� n−1/2 8���1 ����1 +	���� 6)�7; ��� �#�� �#�

��
��� ���� �� �#� ���#�$#��� ���� �� �� �#� ����� �� n−3/2� %�� �����������


��
��������� ����	������� ��� �L &� ����� �� �	
#����1 +	����1 ��� 2������

6�)7�

��� ��
 ���
�� ��
��� ����	��
� +�� X1, . . . , Xn �� ������ �������

���&� �

������ �� ���� 8	�3��&�; ������ f �� �#� ���� ����� "#� ������ 

�� ��������� � �#� 3����� ��������

fn(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

�
x− Xi

h

�
,

&#��� h > 0 �� � �����#��� ���������1 ��� K �� � ����������� �	�
����

&��#
∫
K = 1� "#� ���������
� �� �#� �������� �� ����	��� � �#� L1 �����

Z = g(X1, . . . , Xn) =

∫
|f(x) − fn(x)|dx.

�� �� ��� �� ��� �#��

|g(x1, . . . , xn) − g(x1, . . . , x
�
i, . . . , xn)| � 1

nh

∫ �����K
�
x− xi

h

�
− K

�
x− x �i
h

������dx
� 2

n
,

�� &��#�	� �	��#�� &��3 &� ���

���(Z) � 2

n
.

��



�� �� 3��&� �#�� ��� ���� f1
�
n�g → ∞ 8��� :���� � ��� = @�( 6�.7;

&#�
# �������1 � '#�� �#���� ����	���� 1 �#�� ��� ���� ε > 0

�

{����� Z�Z − 1

����� � ε
}

= � {|Z−�Z| � ε�Z} � ���(Z)

ε2(�Z)2
→ 0

�� n → ∞� "#�� ��1 Z/�Z → 0 �� ���������� 1 �� �� ��#�� &����1 Z ��

�����	���� ������� "#�� ����� �#�� �#� ������ L1$����� ��#���� ��3� ���

����
��� ���	�� "#�� ���	�� �� �	� �� :���� � 6�)71 6�-7� %�� ���� �� �#�

��#����� �� �#� L1 ����� �� �#� 3����� ������ �������� &� ����� �� :���� �

��� = @�( 6�.71 :���� � ��� +	���� 6�47�

�	� ��� !��������  ��������

<���#�� ������ ������� &#�
# �� �����(�� ��� ��� ��������� �������� ��

�#� ��$
����� �������
�	
� ������� � H� �� �#�� � ����������� �	�
����

g : �n → � #�� �#� ����$��	����� ������� �� �#��� ����� �	�
����� gi :

�n−1 → � �	
# �#�� ��� ��� x1, . . . , xn � � ��� ��� i = 1, . . . , n1

0 � g(x1, . . . , xn) − gi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) � 1

��� ����

n∑
i=1

(g(x1, . . . , xn) − gi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)) � g(x1, . . . , xn) .

'��
��������� ���������� ��� �	
# �	�
����� #��� ���� ��	���� � �	
#����1

+	����1 ��� 2������ 6�!71 0�� 6-471 ��� �	��	�� 6�-7� %�� ����$��	�����

�	�
����� &� 
����� #���

n∑
i=1

(g(x1, . . . , xn) − gi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn))2 � g(x1, . . . , xn) .

��� �#������� "#����� 4 �������

��������� � �� g ��� ��� �����
���	��� ������� ����

���(Z) � �Z .

�!



K��� &� ������� ���� �����
������ �� �#�� ������ 
������� � �� �	���

�	� �#�� �� ��� 
���� �#� �������� ��	�� �� � �����(
��� �����������

���� &#�� &� &�	�� ������ � 	���� ����� '������� ��

������
 ���	��� ��	����� �	����� �#� ������
� �� Z � ��� ��$

��
��� ���	� �������1 �� ��� 
����1 �#� �������� �������� �� Z� < ��$

�	��
� �� ����������� ������ ��������� (Zn) �� ���� �� �� ��������� ������

�� Zn/�Zn → 1 �� ���������� � "#�� ������� �	�������� �#�� �#� ������

9	
�	������ �� Zn ���	�� ��� ����
������ ��� �� ���������� ��*� &#�� 
��$

����� �� �#� ����
������1 ��� �#������� ���� ����������� ���	� �#� ��*�

�� Zn �� ����� � �Zn� �� Zn #�� �#� ����$��	����� ������� 1 �#��1 � 

'#�� �#���� ����	���� 1 ��� ��� ε > 01

�

{����� Zn

�Zn
− 1

����� > ε
}
� ���(Zn)

ε2(�Zn)2
� 1

ε2�Zn
.

"#	�1 ��� �������� �������� 1 �� �	J
�� �� #��� �Zn → ∞�

��� ��
 �����	� ���������� < � ��
�� ������� �� ����$��	�����

�	�
����� �� �#� �	����	� �� ����������� ������
�� ���
������ +�� 

�� � 
���� �� �	�
����� ��3��� ���	�� �� �#� �������� [0, 1] ��� 
�������

Z = g(X1, . . . , Xn) = �	�f��

∑n
j=1 f(Xj)� 8< ���
��� 
��� �� �#�� �� ���$

������ ����� �� �#� ������� �� 	������ �����������; :�(���� gi = g �

��� i = 1, . . . , n &��# g �(x1, . . . , xn−1) = �	�f��

∑n−1
j=1 f(Xj) 8�� �#�� Zi =

�	�f��

∑n
j=1

j�=i
f(Xj); ��� ������� f

� � 
 �� � �	�
���� ��� &#�
# Z =
∑n

j=1 f
�(Xj)1

��� �����	�� #��

0 � Z− Zi � f�(Xi) � 1
��� �#�������

n∑
i=1

(Z− Zi) �
n∑

i=1

f�(Xi) = Z.

8���� &� #��� ���	��� �#�� �#� �	����	� �� ��&� � �
#������ "#� ���$

�(
����� �� �#� ���	���� ��� �#� ������� 
��� �� ������#����&����; "#	�1

� '������� � &� ������ ���(Z) � �Z� K��� �#�� '������� � �������

���(Z) � n/2� �� ���� ��������� �����
������ �Z �� �� �����(
���� 

������� �#�� n/2 ��� �#� ����������� �� ����������

�)
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 �	���	���� 	���	���� < ���� ������� ������� ��� ����$

��	����� �	�
����� �� �#� ��� �� 0�����
#�� ��������� +�� 
 �� � 
���� ��

�	�
����� &��# ���	�� �� [−1, 1]� �� σ1, . . . , σn ������ ����������� � ����$

��
 {−1, 1}$���	�� ������ ���������1 ����������� �� �#� Xi�� 8�#� ��$
�����

0�����
#�� ������ ���������;1 �#�� &� ��(�� �#� ��
�	�	�
�� 3���������

������� ��

Z = �


��	�
f��

n∑
j=1

σjf(Xj)|X
n
1

� .

8"#	�1 �#� ����
��� ���	� �� ��3�� &��# �����
� �� �#� 0�����
#�� ���������

��� Z �� � �	�
���� �� �#� Xi���; Q	�������� ��3� Z #��� ���� 3��&� ��

����	�� ���
����� �#� 
�������� �� ����� 
������ �� ��������
�� ��������

�#��� 1 ���1 ��� �������1 ?���
#���3�� 6!�71 �������1 �	
#����1 ��� +	����

6)71 ������� ��� 2�������� 6.71 �������1 �	��	��1 ��� 2�������� 6-7� ��

�� ��������� �#�� Z #�� �#� ��	���� �������
�� ������� ��� '������� �

������� ���(Z) � n/2� ��&����1 �#�� ��	�� �� �� �������� � ���������

�#�� Z ���� #�� �#� ����$��	����� ������� 1 ��� �#������� ���(Z) � �Z�

������1 ��(����

Zi = �


�����	�f��

n∑
j=1

j�=i

σjf(Xj)|X
n
1

����
�� �� ��� �� ��� �#�� 0 � Z−Zi � 1 ���

∑n
i=1(Z−Zi) � Z 8�#� ������� ���

���� �� �� ����
���;� "#� ����������� �������� � +���� � �� ���������

���
� �� �� &���$3��&� �� ������
�� ���
��� �#��� ��� ��������
�� ��������

�#��� �#�� �� ��� 
���� &#�� 
 �� � ��������� ����� 
���� �� �	�
�����1 �Z

�� �� ��	���� � �����#��� ��3� Cn1/2 &#��� �#� 
������� C ������� ��

�#� 
���� 
 1 ���1 ����1 /����3 6A�71 ��� ��� /���� ��� H������ 6.471 :	��� 
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���� .7� L	� ��(������1 ��3�� ���� 6�!7 �� � ����#� ����(
����� �� "���$
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<��	�� �#�� &� #��� � ������� P ��(��� ���� �#� 	���� �� (����

����	
�� �� � ��� � 1 �#�� ��1 � ���	��
� �� ���� P1 � � , P2 � �� , . . . , Pn �
�n� H� �� �#�� (x1, . . . xm) � �m �����(�� �#� ������� P �� (x1, . . . xm) �
Pm� H� ���	�� �#�� P �� �����	���� �� �#� ����� �#�� �� (x1, . . . xm) �����(��

P �#�� �� ���� �� �	����	��
� (xi1 , . . . xik) �� (x1, . . . xm)� "#� �	�
����

gn �#�� ���� �� �	��� (x1, . . . xn) �� �#� ��*� �� � ������� �	����	��
�

������ ��� P �� �#� ��
+����	�
 �
��	�
 ����
����� &��# ������� P�

'������� � ������� �#� �����&��� ���	��,

��������� � ��� gn 
� � ����������� ��������� ��	 ��� Z = gn(X1, . . . , Xn)�

���� X1, . . . , Xn �� ��	����	��� ��	�� ����
���� ����

���(Z) � �Z .

����	
  '������� � �� �	J
�� �� �#�& �#�� �� 
��(�	������ �	�
����

�� ���� ��	������ +�� Zi = gn−1(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn)� "#� 
��������

0 � Z−Zi � 1 �� �������� �����(��� L� �#� ��#�� #���1 ���	�� �#�� Z = k

��� ��� {Xi1 , . . . , Xik } � {X1, . . . , Xn} �� � �	����	��
� �� 
��������� k �	
#

�#�� fk(Xi1 , . . . , Xik) = k� 8K��� �#�� � �#� ��(������ �� � 
��(�	������

�	�
���� �	
# � �	����	��
� �������; '����� 1 �� �#� ����� i �� �	
# �#��

i /� {i1, . . . , ik} �#�� Z = Zi1 ��� �#�������

n∑
i=1

(Z− Zi) � Z

�� ���� �����(��1 &#�
# 
��
�	��� �#� ������ �

"� ���	������ �#� ��
� �#�� 
��(�	������ �	�
����� ������ ���#�� ���	$

���� �� �����	� �����
������1 &� ���
���� ���� �������� ����������� ����

�������� (�����

��� ��
 
����� �� ���
�� �	���� 
 	 ������� �	����� +��

X1, . . . , Xn �� �����������1 ������
��� �������	��� ������ ��������� ��3���

�#��� ���	�� �� �#� ��� �� �������� �������� �	
# �#�� �{X1 = k} = pk1 ��� ���

Z ������ �#� �	���� �� ������
� ���	�� ��3�� � �#��� n ������ ����������

"#�� &� �� &����

Z =

n∑
i=1

�{Xi �=X1,...,Xi �=Xi−1},

�.



�� �#� ����
��� ���	� �� Z �� �� 
���	��� ����� ,

�Z =

n∑
i=1

∞∑
j=1

(1− pj)
i−1pj.

�� �� ��� �� ��� �#�� �[Z]/n → 0 �� n → ∞ 8��� ����
��� ��;� 	� #�&


��
�������� �� �#� �������	���� �� ZR '����� 1 Z �����(�� �#� ��	����

�������
�� ������� &��# ci = 11 �� '������� � ������� ���(Z) � n/2 ��

Z/n → 0 	
 ������	�	�� � '#�� �#���� ����	���� � L� �#� ��#�� #���1 ��

�� �����	� �#�� Z �� � 
��(�	������ �	�
���� ����
����� �� �#� ������� ��

C������
�����D1 ��� � '������� � &� #���

���(Z) � �Z

&#�
# �� � �����(
��� ����������� ���
� �Z = o(n)�

��� ��
 �� ���
��
� L�� �� �#� 
������ �	�������� �� ��������
��

�������� �#��� �� �#� <��
	��������
�
�	� �	��
�	�
1 ��� /����3 ���

'#�������3�� 6A�1 A�71 �	���1 �#�����	
#�1 ��	�����1 ��� H���	�# 6��71

:���� �1 = @�(1 ��� +	���� 6�A71 <��#�� ��� ������� 6�71 /����3 6A�71

��
�

+��	 �� �� �������� 
����
���� �� �	����� �� � 1 ��� ��� xn
1 = (x1, . . . , xn)

�� � ��
��� �� n ������ �� � � :�(�� �#� ����� �� 	 �� xn
1 � 

��(xn
1) = {A � {x1, . . . , xn} : A � 	} .

"#� ������� ���=�	�
�1 8�� <��
	��������
�
�	� ������ �
��	�
; �� 	 ��

xn
1 �� T(xn

1) = |��(xn
1)|1 �#� ��*� �� �#� ���
�� T(xn

1) �� �#� �	���� �� ��������

�	����� �� �#� n$����� ��� {x1, . . . , xn} ��������� � �������
���� �� &��#

�������� �� 	� < �	���� {xi1 , . . . , xik } �� {x1, . . . , xn} �� ���� �� �� ���������

�� 2k = T(xi1 , . . . , xik)� "#� �� �	��
�	�
D(xn
1) �� 	 8&��# �����
� �� xn

1; ��

�#� 
��������� k �� �#� ������� �#������� �	���� �� xn
1 � %��� �#� ��(������

�� �� �����	� �#�� gn(xn
1) = D(xn

1) �� � 
��(�	������ �	�
���� 8����
����� ��

�#� ������� �� C�#�����������D1 ��� �#������� �� X1, . . . , Xn ��� �����������

������ ���������1 �#��

���(D(Xn
1)) � �D(Xn

1) .

�A



��� ��
 
���	�
� ��������
���� '������� � ��
��� xn
1 = (x1, . . . , xn)

�� n �������� �	����� �� [0, 1]� "#� �������� �������� i1 < i2 < � � � < im

���� �� 	
�����	
� ������
�� �� xi1 < xi2 < � � � < xim 8&#��� i1 � 1

��� im � n;� +�� L(xn
1) ������ �#� �����# �� � ������� ��
������� �	���$

�	��
�� gn(xn
1) = L(xn

1) �� � 
����� � 
��(�	������ �	�
���� 8����
�����

&��# �#� C��
������� ���	��
�D ������� ;1 ��� �#������� �� X1, . . . , Xn ���

����������� ������ ��������� �	
# �#�� �#� ��� �������� &��# ���������� 

��� 8�� �	J
�� �� ���� Xi #�� �� �����	��� 
�����	�	� �������	����; �#��

���(L(Xn
1)) � �L(Xn

1)� �� �#� Xi�� ��� 	������� �������	��� �� [0, 1] �#�� ��

�� 3��&� �#�� �L(Xn
1) ∼ 2

�
n1 ��� +���� ��� �#��� 6!471 =��������� 6�)7�

"#� �������� ��	�� ��� �#� ������
� �� ��������� ������ < ��J
	�� ���	��

�� ��31 :����1 ��� E�#������ 6!7 ������� �#�� ���(L(Xn
1)) = O(n1/3)�

%�� ���� &��3 �� �#� 
��
��������� �� L(X) &� ����� �� %���*� 6�!71

�����>� ��� ���#�&��� 6��71 ��� "�������� 6.-7�

���������

������� �� >���� ���� ��� ��
��� ���	����� X1, . . . , Xn ��� 	
����
�

��
� �
� �	
��� ?@ 1A������ �	�� �{Xi = 1} = pi �
� ���� g ��� ���

��
��� �	����
��� �������� �	�� ��
���
�� c1, . . . , cn� ���� ����

���(Z) �
n∑

i=1

c2
ipi(1− pi).

������� �� �������� ��� ����� �� ��� ���� ���� ��� ��
�	�	�
�� 3���������

������� ��� ��� �������
�	
� ���������

������� �� ��
�	��� ��� �$����� �� ��� 
���� �� �	��	
�� ����� 	
 �

�	������ ������ �����	��� 	
 ��� ��$�� ���� ���� �[Z]/n → 0 �� n → ∞�

�������� �$��	�	���� ���(Z) �
� ������� 	� �	�� ��� ���� ��
� ����	
��

�� !������ 9�

������� �� %�� Z �� ��� 
���� �� ��	�
���� 	
 � ��
��� ����� �(n, p)�

�������� ��� ���	�
�� �� Z �
� ������� 	� �	�� ���� �� ��� �� �	
� ���

:���
����	
 	
����	�� �� ���	���� 	�� -8
 ��� �(n, p) ����� ��� ��
���

������ ��� ��
��� ����� G = (V, E) �	�� �����$ ��� V -|V | = n7 �
� ����

�4



��� E 	� ��
������ �� �����	
� ���� ��� �������� ����� �	�� n ����	��� �
�

�����	
� ���� ���� 	
����
��
��� ���� ��� ������ �	�� ������	�	�� 1 − p�

> ��	�
��� 	� � �������� �����������$ ��������7
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�� �#� ������	� ��
���� &� ��& �#�� �#� �����$����� ����	���� ������ �� �

��&���	� ���� ��� ��	����� �#� ������
� �� ������� �	�
����� �� �������$

���� ������ ���������� "#��1 ��� '#�� �#���� ����	���� 1 ��� �� ����� 

��	�� �#� ���� ������������� �� �	
# �	�
������ ��&����1 I	�� �� �� �#� 
���

�� �	�� �� ����������� ������ ���������1 ���� ��	��� ����� �� ����	�������

��� �#� ������
� ��� ����� ��� �������
��� 1 ��� ��������� ������������ ���

��������� "#� �	����� �� �#�� ��
���� �� �� ������� � ���#������ &#�
#

����&� ��� �� ������ ����������� ���� ����	������� �� ��� 
����� "#� �	�$

�	�� �� �	
# ����	������� #�� ���� �� ��������� ����
� �� ���������� �#��� 

�� �#� ���� ��& ��
����� L�������� 1 ���������� ���#��� ��������� �#� ��$

����
# 8���1 ����1 2
:������ 6)471 6-571 0#�� ��� "�������� 6-A71 �#����

��� ����
�� 6.�7; �	� ������������ �����������$�#������
 ���#��� &���

���� 	��� &��# �	

��� 8��� <�#�&���1 =>
�1 ��� ?@���� 6�71 2����� 6)�71

6)!716))71 :���� 6�!71 2������ 6)-71 0�� 6-471 ��� ������ 6.57;� "����������

���	
���� ���#�� 6.A716.-716..7 
�	��� �� ��������� ����3�#��	�# ���# ��

�#� �#��� ��� �����
������ �� ����������� 
��
��������� ����	�������� ��

�#�� ��
���� &� ��
	� �� ��$
����� C������ ���#��D1 ����� �� �������#��


������� ����	������� ��������� � +���	� 6!-716!)71 ��� ���� ��3�� ���

+���	� 6��71 2������ 6).71 0�� 6-471 �	
#����1 +	����1 ��� 2������ 6�!71

6�)71 ��� �	��	�� 6�-7� "#�� ���#�� ��3�� �� �������� �� ������ �������$

���� ������	�� �� �#� �����$����� ����	���� ���#��� �#� �������� &� �

"#� ���#�� �� ����� �� �� ����������� ����(
����� �� �#� C�������*�$

����D ����	���� "#����� .� �� ����� �� ����� �#�� ����(
�����1 &� ���� ��

��
��� ���� �� �#� ����
 ������� �� ����������� �#��� � "� 3��� �#� ��������

�� �� ��������� �����1 &� ����� �#� ����(�� �������*����� ����	���� ���

���
���� ������ ��������� ��� � "#� ��������� �� �������� �������	����� ��

������#����&����

"	
 ����� �� ��#����� ������

�� �#�� ��
���� &� �	�����*� ���� ����
 ���������� �� �#� ������ �� �

���
����$���	�� ������ ��������� %�� � ���� ������	
��� ���3 �� �����$

������ �#��� &� ����� �� '���� ��� "#���� 6��7�

��



+�� X �� � ������ �������� ��3��� ���	�� �� �#� 
�	������ ��� � &��#

�������	���� �{X = x} = p(x)1 x � � � "#� �
����� �� X �� ��(��� � 

H(X) = �[− ���p(X)] = −
∑
x��

p(x) ���p(x)

8&#��� ��� ������� ���	��� �������#� ��� 0 ��� 0 = 0;� �� X, Y �� � ���� ��

���
���� ������ ��������� ��3��� ���	�� �� X  � �#�� �#� B�	
� �
�����

H(X, Y) �� X ��� Y �� ��(��� �� �#� ������ �� �#� ���� (X, Y)� "#� ��
�	�

�	�
�� �
����� H(X|Y) �� ��(��� ��

H(X|Y) = H(X, Y) −H(Y) .

L������ �#�� �� &� &���� p(x, y) = �{X = x, Y = y} ��� p(x|y) = �{X =

x|Y = y} �#��

H(X|Y) = −
∑

x�� ,y�	

p(x, y) ���p(x|y)

���� &#�
# &� ��� �#�� H(X|Y) � 0� �� �� ���� ��� �� ��� �#�� �#� ��(����

������� �� �#� 
���������� ������ ������� ��	� 
����������� 1 �#�� ��1 ���

�� �#��� 8���
����; ������ ��������� X, Y, Z1

H(X, Y|Z) = H(Y|Z) +H(X|Y, Z) .

8E	�� ��� H(Z) �� ���# ����� ��� 	�� �#� ��(������ �� �#� 
����������

������ �; < �������� �����
����� �� �#��  ����� �#� ���	
 ��� ��� �
�����,

��� �������� ���
���� ������ ��������� X1, . . . , Xn1

H(X1, . . . , Xn) = H(X1)+H(X2|X1)+H(X3|X1, X2)+� � �+H(Xn|X1, . . . , Xn−1) .

+�� P ��� Q �� �&� ���������� �������	����� ���� � 
�	������ ��� � &��#

���������� ���� �	�
����� p ��� q� "#�� �#� .�������%�	���� �	�����
��

�� �����	�� �
����� �� P ��� Q ��

D(P�Q) =
∑
x��

p(x) ���
p(x)

q(x)
.

���
� ��� x � x− 11

D(P�Q) = −
∑
x��

p(x) ���
q(x)

p(x)
� −

∑
x��

p(x)

�
q(x)

p(x)
− 1

�
= 0 ,

��



�� �#�� �#� �������� ������ �� ��&� � �����������1 ��� ��	��� *��� �� ���

��� �� P = Q� "#�� ������ ��
� #�� ���� ����������� 
�����	��
��� %��

�������1 �� � �� � (���� ��� &��# N �������� ��� X �� � ������ ��������

&��# �������	���� P ��� &� ��3� Q �� �� �#� 	������ �������	���� ���� �
�#�� D(P�Q) = ���N−H(X) ��� �#������� �#� ������ �� X ����� ��
����

�#� �������#� �� �#� 
��������� �� ��� ������

'������� � ���� �� ������ ��������� X, Y &��# I���� �������	���� PX,Y ���

�������� �������	����� PX ��� PY� K����� �#�� D(PX,Y�PX PY) = H(X) −

H(X|Y)1 �#� ������������ �� �#� �������� ������ ������� �#�� H(X) �
H(X|Y)1 �#�� ��1 
����������� ���	
�� ������ � �� �� �������� ��� �� ���

�#�� �#�� ��
� ������� ��	� ��� 
���������� ��������� �� &���1 �#�� ��1

H(X|Y) � H(X|Y, Z) .

K�& &� �� ����� �#� �����&��� ����	���� �� ��� 6�A7

������� �� �	
�� 
���	���� ��� X1, . . . , Xn 
� 	������ ��	��

����
���� ����

H(X1, . . . , Xn) � 1

n− 1

n∑
i=1

H(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn)

����	
 %�� �� i = 1, . . . , n1 � �#� ��(������ �� �#� 
���������� ������ 

��� �#� ��
� �#�� 
����������� ���	
�� ������ 1

H(X1, . . . , Xn)

= H(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn) +H(Xi|X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn)

� H(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn) +H(Xi|X1, . . . , Xi−1) i = 1, . . . , n .

�	����� �#��� n ����	������� ��� 	���� �#� 
#��� �	�� ��� ������ 1 &� ���

nH(X1, . . . , Xn) �
n∑

i=1

H(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn) +H(X1, . . . , Xn)

&#�
# �� &#�� &� &����� �� ������ �

H� (���# �#�� ��
���� � �� ����	���� &#�
# �� �� �������� �� �

������� �� ����� ����	���� ��� �������� ���������� <� �� &�� ������� �	� � 

��



2������ 6)A71 �#�� ����	���� �� �� 	��� �� ����� �#� 3� �������*�����

����	���� �� �#� ���� ��
�����

"� �#�� ���1 ��� � �� � 
�	������ ���1 ��� ��� P ��� Q �� ��������$

�� �������	����� �� �n �	
# �#�� P = P1  � � �  Pn �� � ����	
� ���$

�	��� H� ������ �#� �������� �� �n � xn
1 = (x1, . . . , xn) ��� &����

x(i) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ��� �#� (n − 1)$��
��� �������� � ����$

��� �	� �#� i$�# 
�������� �� xn
1 � :����� � Q(i) ��� P(i) �#� ��������

�������	����� �� x(i) �

������ �� Q ��� P1 �#�� ��1

Q(i)(x(i)) =
∑
x��

Q(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn)

���

P(i)(x(i)) =
∑
x��

P(x1, . . . , xi−1, x, xi+1, . . . , xn)

=
∑
x��

P1(x1) � � �Pi−1(xi−1)Pi(x)Pi+1(xi+1) � � �Pn(xn) .

"#�� &� #��� �#� �����&����

������� �� �	
�� 
���	��� ��� ���	��� �
�������

D(Q�P) � 1

n − 1

n∑
i=1

D(Q(i)�P(i))

� �!�����������

D(Q�P) �
n∑

i=1

�
D(Q�P) −D(Q(i)�P(i))

�
.

����	
 "#� ��������� �� � ������#����&��� 
�����	��
� �� ����� ����	���� �

������1 ����� ����	���� ������ �#��∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1) ���Q(xn

1) � 1

n− 1

n∑
i=1

∑
x(i)��n−1

Q(i)(x(i)) ���Q(i)(x(i)) .

���
�

D(Q�P) =
∑

xn
1 ��

n

Q(xn
1) ���Q(xn

1) −
∑

xn
1 ��

n

Q(xn
1) ���P(xn

1)

�!



���

D(Q(i)�P(i)) =
∑

x(i)��n−1

�
Q(i)(x(i)) ���Q(i)(x(i)) −Q(i)(x(i)) ���P(i)(x(i))

�
,

�� �	J
�� �� �#�& �#��∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1) ���P(xn

1) =
1

n− 1

n∑
i=1

∑
x(i)��n−1

Q(i)(x(i)) ���P(i)(x(i)) .

"#�� �� �� ���� ����� � ������ �#�� � �#� ����	
� ������� �� P1 &�

#��� P(xn
1) = P(i)(x(i))Pi(xi) ��� ��� i1 ��� ���� P(xn

1) =
∏n

i=1Pi(xi)1 ���

�#�������∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1) ���P(xn

1) =
1

n

n∑
i=1

∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1)

�
���P(i)(x(i)) + ���Pi(xi)

�

=
1

n

n∑
i=1

∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1) ���P(i)(x(i)) +

1

n

∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1) ���P(xn

1) .

0����������1 &� ������∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1) ���P(xn

1) =
1

n − 1

n∑
i=1

∑
xn

1 ��
n

Q(xn
1) ���P(i)(x(i))

=
1

n − 1

n∑
i=1

∑
x(i)��n−1

Q(i)(x(i)) ���P(i)(x(i))

&#��� &� 	��� �#� ��(���� ������� �� Q(i)� �

"	� $������%����� � ��� �����&�

H� ��� ��& �������� �� ����� �#� ���� ����������� 
��
��������� ��$

��	������� �� �#��� ������ E	�� �� �� ��
���� !1 &� ��� X1, . . . , Xn �� ��$

��������� ������ ���������1 ��� ����������� 
��
��������� ���������� ��

Z = g(X1, . . . , Xn)� "#� ����� �� +���	��� ������ ���#�� �� � ��&���	�

��������� �� "#����� .� K��� �#�� "#����� . �� �� ��&������ ��

���(Z) �
n∑

i=1

�

�
�i(Z

2) − (�i(Z))2
�

�)



��1 �	����� φ(x) = x21

�φ(Z) − φ(�Z) �
n∑

i=1

� [�iφ(Z) − φ(�i(Z))] .

<� �� �	��� �	�1 �#�� ����	���� ������� ��	� ��� � ����� 
���� �� 
�����

�	�
����� φ1 ��� �
3��� 6A71 +���S� ��� L���*3��&�
* 6!!71 +���	� 6!-71

��� '#���T 6�A7� "#� 
��� �� �������� �� �	� 
��� �� &#�� φ(x) = x ��� x� ��

�#�� 
���1 �� ���� �� �#� ����� ����&1 �#� ����$#��� ���� �� �#� ����	���� 

�� �� &������ �� �#� �������� ������ ���&��� �#� �������	���� ���	
��

� Z �� �n ��� �#� �������	���� �� Xn
1 � ���
� �#� ���� C�������*�����

����	���� �� �#� ������ D1 8���1 ����1 +���	� 6!-7;�

������� �� ��� φ(x) = x ��� x �� x > 0� ��� X1 . . . , Xn 
� ��	����	���

��	�� ����
��� ������ ������ �� � ��	 ��� f 
� � ��������������	

�������� �� �n� ������� Y = f(X1, . . . , Xn)� �� ����

�φ(Y) − φ(�Y) �
n∑

i=1

� [�iφ(Y) − φ(�i(Y))] .

����	
 H� ��� ����� �#� ��������� ��� ���
���� ������ ��������� X1 . . . , Xn�

"#� ��������� �� �#� ������� 
��� �� ��
#��
�� �	� ������#����&���� "#� �#�$

���� �� � ����
� 
�����	��
� �� ����� ����	���� ��� �������� ���������� %����

���� �#�� �� �#� ����	���� �� ��	� ��� � ������ �������� Y �#�� �� �� ���� ��	�

��� cY &#��� c �� � �������� 
�������� ���
� &� �� ���	�� �#�� �Y = 1�

K�& ��(�� �#� ���������� ����	�� Q �� �n � 

Q(xn
1) = f(xn

1)P(xn
1)

&#��� P ������� �#� �������	���� �� Xn
1 = (X1, . . . , Xn)� "#�� 
����� 1

�φ(Y) −φ(�Y) = �[Y ��� Y] = D(Q�P)

&#�
#1 � "#����� ��1 ���� ��� ��
���
∑n

i=1

�
D(Q�P) −D(Q(i)�P(i))

�
�

��&����1 ������#����&��� 
��
	������ �#�&� �#��

n∑
i=1

�
D(Q�P) −D(Q(i)�P(i))

�
=

n∑
i=1

� [�iφ(Y) −φ(�i(Y))]

�-



��� �#� ��������� �����&�� �

"#� ���� ���� �� +���	��� ������ ���#�� ��� ������� 
��
���������

����	������� �� �� ���� "#����� �� �� �#� �������� ������ �������� Y = esZ�

"#��1 �������� �#� ������ ���������� �	�
���� �� Z � F(s) = �[esZ]1 �#�

����$#��� ���� �� �#� ����	���� �� "#����� �� ��
����

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
= sF �(s) − F(s) ��� F(s) .

L	� ������� 1 �#�� �� �� ������ 	���� ��	��� ��� �#� ���������� �� F(s) ���

������ ���� ��	��� ��� '#������� ��	������ "� �� �#�� �� � 
��������� &� 1

&� ���� ���� �	��#�� ��	��� ��� �#� ���#�$#��� ���� �� �#� ����	���� ��

"#����� ��� "#�� �� �#� �	����� �� �#� ���� ��
�����

"	� '�������#�� ������( ������������

0�
��� ���� ��
���� ! �#�� &� ������ Zi = gi(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn)

&#��� gi �� ���� �	�
���� ���� �n−1� ���& &� �	��#�� ������� �#� ���#�$

#��� ���� �� "#����� �� �� ������ ��������� ����	������� &#�
# ����� ��

�#� ����� �� �������� ����������� 
��
��������� ����	�������� "#��� ����	��$

����� ��� 
����� ������� �� �#� ��$
����� �����	���	� ������� 	
����	�	�� ��

���� ���1 ��� +���	� 6!-1 !.1 !A71 2������ 6).7�

%���� &� ���� �#� �����&��� ��
#��
�� �����,

����� � ��� Y 	����� � �������� ��	�� ����
��� ���� �� ���

u > 0�

�[Y ��� Y] − (�Y) ���(�Y) � �[Y ��� Y − Y ���u− (Y − u)] .

����	
 <� ��� �� x > 01 ��� x � x− 11 &� #���

���
u

�Y
� u

�Y
− 1 ,

#��
�

�Y ���
u

�Y
� u−�Y

&#�
# �� ��	������� �� �#� ���������� �

�.



������� �� 	 ���	����� ������� 
���	���� "����� ψ(x) =

ex − x− 1� ����

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
�

n∑
i=1

�

�
esZψ (−s(Z− Zi))

�
.

����	
 H� ��	�� ��
# ���� �� �#� ���#�$#��� ���� �� "#����� ��� K���

�#�� +���� � ������� �#�� �� Yi �� � �������� �	�
���� �� X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn1

�#��

�i(Y ��� Y) −�i(Y) ����i(Y) � �i [Y(���Y − ��� Yi) − (Y − Yi)]

<��� ��� �#� ����� ����	���� �� �#� ��������� Y = esZ ��� Yi = esZi 1 ���

����

�i(Y ��� Y) −�i(Y) ����i(Y) � �i

�
esZψ(−s(Z− Zi))

�
��� �#� ����� �� 
�������� � "#����� ��� �

"#� �����&��� � ������*�� �������1 �	� �� 2������ 6).71 &��� ���� ��

	���	�� 0�
��� �#�� Z �i = g(X1, . . . , X
�
i, . . . , Xn) &#��� �#� X �i ��� �����������


����� �� �#� Xi�

������� �� �������'�� ���	����� ������� 
���	���� �� ψ

�� 	����	 �� �� ������ #$ ����

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
�

n∑
i=1

�

�
esZψ (−s(Z− Z �i))

�
.

%������ 	����� τ(x) = x(ex − 1)� ���� �� ��� s � ��

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
�

n∑
i=1

�

�
esZτ(−s(Z− Z �i))�Z>Z�

i

�
,

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
�

n∑
i=1

�

�
esZτ(s(Z �i − Z))�Z<Z�

i

�
.

�A



����	
 "#� (��� ����	���� �� ������ ���
�� �� "#����� ��1 I	�� � ������

�#��1 I	�� ��3� Zi1 Z
�
i �� ���� ����������� �� Xi� "� ����� �#� ��
��� ���

�#��� ����	�������1 &����

esZψ (−s(Z− Z �i)) = esZψ (−s(Z− Z �i))�Z>Z�

i
+ esZψ (s(Z �i − Z))�Z<Z�

i
.

 � ����� 1 �#� 
���������� ����
������ �� �#� ��
��� ���� �� �� &���$

��� ��

�i

�
esZψ (s(Z �i − Z))�Z<Z�

i

�
= �i

�
esZ�

iψ (s(Z− Z �i))�Z>Z�

i

�
= �i

�
esZe−s(Z−Z�

i)ψ (s(Z− Z �i))�Z>Z�

i

�
.

�	�����*���1 &� #���

�i

�
esZψ (−s(Z− Z �i))

�
= �i

��
ψ (−s(Z− Z �i)) + e−s(Z−Z�

i)ψ (s(Z− Z �i))
�
esZ
�Z>Z�

i

�
.

"#� ��
��� ����	���� �� �#� �#����� �����&� ����� � ������ �#�� ψ(x)+

exψ(−x) = x(ex − 1) = τ(x)� "#� ���� ����	���� �����&� �������� � �

"	� ����� ���#&��) ������� ��������� ��� #���

"#� �	����� �� �#�� ��
���� �� �� ���	������ #�& �#� �������#��
 �������

����	������� �#�&� �� �#� ������	� ��
���� �� �� 	��� �� ������ ��&���	�

����������� 
��
��������� ����	�������� "#� (��� ���	�� �� ���#�� ��� ��

������1  �� �� �	��� �	� �� �� ��� 	���	�� <���1 ��� ����� �� ������ ��
�� ��

�#� ����� �#�� �� �#�&�1 �� � ����������� &� 1 �#� ���� ������

������� �� &����� ���� ���� �'���� � �������� �������� C ���� �����

������ ������
n∑

i=1

(Z− Z �i)
2
�Z>Z�

i
� C .

���� �� ��� t > 0�

� [Z−�Z > t] � e−t2/4C .

�4



����	
 L������ �#�� ��� x > 01 τ(−x) � x21 ��� �#�������1 ��� �� s > 01

"#����� �! �������

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
� �


�esZ
n∑

i=1

s2(Z− Z �i)
2
�Z>Z�

i

�
� s2C�

�
esZ

�
,

&#��� &� 	��� �#� ���	������ �� �#� �#������ K�& �������� �#� ������

���������� �	�
���� �� Z � F(s) = �

�
esZ

�
1 �#� ����� ����	���� �� ��

��$&������ ��

sF �(s) − F(s) ��� F(s) � Cs2F(s) .
<���� �������� ���# ����� � s2F(s)1 &� ������� �#�� �#� ����$#��� ���� ��

I	�� �#� ���������� �� H(s) = s−1 ��� F(s)1 �#�� ��1 &� ������ �#� ����	���� 

H �(s) � C .
 ������������ �	�� &� ���� �#�� ���s→0H(s) = F �(0)/F(0) = �Z1 �� � 

����������� �#� ����� ����	���� 1 &� ��� H(s) � �Z+sC1 �� �� ��#�� &����1

F(s) � es�Z+s2C .

K�& � 2��3���� ����	���� 1

� [Z > �Z+ t] � F(s)e−s�Z−st � es2C−st .

'#������ s = t/2C1 �#� 	���� ��	�� ��
���� e−t2/4C� 0����
� Z � −Z

�� ������ �#� ���� 	���� ��	�� ��� � [Z < �Z− t]� �

�� �� 
���� ���� �#� ����� �#�� 	���� �#� 
��������

n∑
i=1

(Z− Z �i)
2 � C

��� #�� �#� �&�$����� ����	���� 

� [|Z−�Z| > t] � 2e−t2/4C .

<� ��������� 
������� �� �#�� �� � �	���	����� ���� ����	���� ��� �	�
�����

�� ��	���� �������
���

!5



��������� � ���
��� ������
��� 
���	���� &����� ��� ��������

g �������� ��� 
���	�	 	� ������ ���������� ���� ��������� c1, . . . , cn�

����

� [|Z−�Z| > t] � 2e−t2/4C

���� C =
∑n

i=1 c
2
i�

H� �����3 #��� �#�� �#� 
������� ��������� �� �#�� 
������� �� ��

��������� ������1 	���� �#� ���������� ���#��1 2
:������ 6)47 �#�&��

�#�� 	���� �#� 
��������� �� '������� !1

� [|Z−�Z| > t] � 2e−2t2/C

8��� �#� ����
����;� "#	�1 &� #��� ���� ���� �� ������ '������� � �� ��

����������� 
��
��������� ����	���� � K��� �#�� � 
�������� �#� ������
�

��	�� �� '������� � &��# '#�� �#���� ����	���� 1 &� ��� ��������

� [|Z−�Z| > t] � C

2t2

��� �#������� �#� ����������� �� ���������� "#	� �#� �����
������ �� '����$

��� � �� ��� �#� �������� �#�&� �� ��
���� !�� ��� ��& �������� �� ��

��������� &� &��#�	� �	��#�� &��3�

��� ��
 ������
��� 
���	��� 
 ������ ��	��� <� � ������

���	�������� �� �#� ��&�� �� �#� ��	���� �������
�� ����	���� 1 &� ������

� ��������$� �� ����	���� ��� �	�� �� ������ ��������� ��3��� ���	�� ��

� ������� ���
�� �� �����
	���1 &� �#�& �#�� �� X1, . . . , Xn ��� �����������

*���$���� ������ ��������� ��3��� ���	�� �� � ��������� ������� ���
� �	
#

�#�� �Xi� � ci/2 &��# ���������� ���1 �#�� ��� ��� t � 2�C1

�


�������
n∑

i=1

Xi

������ > t
� � e−t2/2C

&#��� C =
∑n

i=1 c
2
i� "#�� �����&� ����� � ��������� �#��1 � �#� ��������

����	���� 1 Z = �∑n
i=1Xi� �����(�� �#� ��	���� �������
�� ������� &��#

!�




�������� ci1 ��� �#�������

�


�������
n∑

i=1

Xi

������ > t
� = �


�������
n∑

i=1

Xi

������ −�

������
n∑

i=1

Xi

������ > t−�

������
n∑

i=1

Xi

������
�

� ���

��−
2 (t−� �∑n

i=1Xi�)2

C

�	 .

"#� ����� �� 
�������� � ��������� �#��1 � ����������
�1

�

������
n∑

i=1

Xi

������ �
������

������
n∑

i=1

Xi

������
2

=

����� n∑
i=1

� �Xi�2 � C .

��&����1 "#����� �) �� �	
# �������� �#�� '������� !� "� 	���������

&# 1 I	�� ������� �#�� �#� 
��������� �� "#����� �) �� ��� ���	��� �#�� g

#�� ��	���� �������
��� <�� �#���� ���	���� �� �#��

�	�
x1,...,xn,

x�

1,...,x�

n��

n∑
i=1

|g(x1, . . . , xn) − g(x1, . . . , xi−1, x
�
i, xi+1, . . . , xn)|2 �

n∑
i=1

c2
i ,

�� �����	�� �	
# ������ ���	�������� "#� ���� �����
����� �� � ����

������� �� &#�
# �#� ��	���� �������
�� ����	���� ���� ��� &��31  ��

"#����� �) ����� � �#��� ��	���

��� ��
 ��� �	����� ���
�	��� �� 	 �	
��� �������� �	����

���� &� ������1 	���� "#����� �)1 � ���	�� �� <���1 ?��������
#1 ��� /	

6�7� +�� A �� � � ������
 ���� ������ &#��� ������� Xi,j1 1 � i � j � n ���

����������� ������ ��������� &��# �����	�� ���	� ��	���� � 1� �� Z = λ1

�� �#� ������� ��������	� �� A1 �#��

� [Z > �Z+ t] � e−t2/16 .

"#� ������� �� �#� ������� ��������	� &� ���� �� �#�� �� v = (v1, . . . , vn) �
�

n �� �� �������
��� 
������������ �� �#� ������� ��������	� λ1 &��# �v� =

11 �#��

λ1 = vTAv = �	�
u:
u
=1

uTAu .

!�



"� 	�� "#����� �)1 
������� �#� � ������
 ������ A �
i,j �������� � �����
$

��� Xi,j �� A � �#� ����������� 
�� X �i,j1 &#��� 3������ ��� ��#�� ���������

(���� +�� Z �i,j ������ �#� ������� ��������	� �� �#� �������� ������� "#��

� �#� �����$��������� ������� �� �#� ������� ��������	�1

(Z− Z �i,j)�Z>Z�

i,j
�

�
vTAv− vTA �

i,jv
�
�Z>Z�

i,j

=
�
vT(A−A �

i,jv
�
�Z>Z�

i,j
=

�
vivj(Xi,j − X �i,j)

�
+

� 2|vivj| .

"#�������1

∑
1�i�j�n

(Z− Z �i,j)
2
�Z>Z�

i,j
�

∑
1�i�j�n

4|vivj|
2 � 4

�� n∑
i=1

v2
i

�	2

= 4 .

"#� ���	�� ��& �����&� ���� "#����� �)� K��� �#�� � �#� �����$����� ��$

��	���� &� ���� #��� ���(Z) � 4� < ������� ����������� ����	���� 1 �#�	�#

&��# � ����&#�� &���� 
������� �� �#� ��������1 
�� ���� �� ������� ���

�#� ��&�� ����� �� �����
	���1 "#����� �5 ����& �������1 ��� t > 01

� [Z < �Z− t] � e−t2/16(e−1) .

<��� ����
� �#�� �#� ���� ����� &��3� ��� �#� �������� ��������	� �� &����

<���1 ?��������
#1 ��� /	 6�7 �#�&1 &��# � ������ ��������� �� �#� ���	$

����1 �#�� �� Z �� �#� k$�# ������� 8�� k$�# ��������; ��������	� �#�� �#�

	���� ��	��� ��
���� e−t2/(16k2)1 �#�	�# �� �� ��� 
���� &#��#�� �#� ��
���

k−2 �� �#� �������� �� ��
����� �

"	" ��&�������� ������������  �� ��� !��������  ��������

�� �#�� ��
���� &� ����� ����������� 
��
��������� ����	������� ��� ����$

��	����� �	�
����� ���
	���� �� ��
���� !��� 0�
��� �#�� � ������� �� �#�

�����$����� ����	���� 8"#����� �; ������� �#�� ��� ����$��	����� �	�
�����

���(Z) � �(Z) � ���� �� �#� �������#��
 ������� ����	���� �� "#�����

�� &� �� ��& ������ ����������� 
��
��������� ��	���� "#� �#�����

������� �� �	
#����1 +	����1 ��� 2������ 6�!7 ��� �	���� �� ��
#���	��

��������� � 2������ 6).7�

!�



0�
��� �#� ��(������ �� �����&��� �&� �	�
����� �#�� &� #��� ������ 

���� �� �������� ����	���� ��� �� �#� �������#��
 ������� ����	�������

�����,

h (u) = (1+ u) ��� (1+ u) − u (u � −1),

��� ψ(v) = �	�
u�−1

[uv− h(u)] = ev − v− 1 .

������� �� &����� ���� g �������� ��� �����
���	��� ������� ����

�� ���� s � ��
����

�
es(Z−�Z)

�
� �Zψ(s) .

%������ �� ���� t > 0�

� [Z � �Z+ t] � ���
�
−�Zh

�
t

�Z

��
��	 �� ���� 0 < t � �Z�

� [Z � �Z− t] � ���
�
−�Zh

�
−
t

�Z

��
 ��
������ �#�� h(u) � u2/(2+2u/3) ��� u � 0 8&� #��� ������ 	���

�#�� �� �#� ����� �� ���������� ����	���� ; ��� ��������� �#�� h(u) � u2/2

��� u � 01 &� ������ �#� �����&��� ��������� 
����������, ��� ���� t > 01

� [Z � �Z+ t] � ���

�
−

t2

2�Z+ 2t/3

�

��� ��� ���� 0 < t � �Z1

� [Z � �Z− t] � ���

�
−
t2

2�Z

�
.

����	
 H� ���� +���� ��� ���
� �#� �	�
���� ψ �� 
����� &��# ψ (0) =

01 ��� �� s ��� �� u � [0, 1] 1 ψ(−su) � uψ(−s)� "#	�1 ���
� Z −

Zi � [0, 1]1 &� #��� �#�� ��� ���� s1 ψ(−s (Z− Zi)) � (Z− Zi)ψ(−s) ���

�#�������1 +���� �� ��� �#� 
��������
∑n

i=1(Z− Zi) � Z ������� �#��

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
� �


�ψ(−s)esZ
n∑

i=1

(Z− Zi)

�
� ψ(−s)�

�
ZesZ

�
.

!!



������	
� �Z = Z − � [Z] ��� ��(��1 ��� �� s1 UF(s) = �

�
es�Z�� "#�� �#�

����	���� ����� ��
����

[s− ψ(−s)]
UF�(s)
UF(s)

− ��� UF(s) � �Zψ(−s) ,

&#�
#1 &������ G(s) = ��� F(s)1 �������

(1− e−s)G� (s) −G (s) � �Zψ (−s) .

K�& ������� �#�� �#� �	�
���� G0 = �Zψ �� � ���	���� �� �#� ������� 

����������� ��	����� (1− e−s)G� (s)−G (s) = �Zψ (−s)� H� &��� �� �#�&

�#�� G � G0� �� ��
�1 �� G1 = G −G01 �#��

(1− e−s)G�1 (s) −G1 (s) � 0. 8�;

���
�1 ��(���� UG(s) = G1 (s) /(es − 1)1 &� #���

(1− e−s) (es − 1) UG�(s) � 0.
���
� UG� �� ���$�������� ��� �#������� UG �� ���$��
�������� K�&1 ���
� �Z ��


������� G�1 (0) = 0� N���� �#� ��
� �#�� s(es−1)−1 ����� �� 1 �� s ���� �� 01

&� 
��
�	�� �#�� UG(s) ����� �� 0 �� s ���� �� 0� "#�� �#�&� �#�� UG �� ���$

�������� �� (0,∞) ��� ���$�������� ���� (−∞, 0)1 #��
� G1 �� ���� &#���

���$��������1 �#������� G � G0 ��� &� #��� ������ �#� (��� ����	���� ��

�#� �#������ "#� ����� �� ����	������� ��� �#� ���� ������������� �� ��


�������� � '#������� ��	�����,

� [Z−� [Z] � t] � ���

�
− �	�

s>0
(ts−�Zψ (s))

�
���

� [Z−� [Z] � −t] � ���

�
− �	�

s<0
(−ts−�Zψ (s))

�
.

"#� ����� �� ��& 
�������� � 	���� �#� ��� $��$
#�
3 8��� &���$3��&�;

���������

�	�
s>0

[ts−�Zψ (s)] = �Zh (t/�Z) ��� t > 0

�	�
s<0

[−ts−�Zψ(s)] = �Zh(−t/�Z) ��� 0 < t � �Z�
�

!)



"	* +�#���������� �����&���

"#������ � ��� �- ������� 
��
��������� ����	������� ��� �	�
����� #�����

�#� ����$��	����� ������� � �� ��
���� !�� ������� �������� �� �	
# �	�
$

����� ��� ���
	����� "#� �	����� �� �#�� ��
���� �� �� �#�& � &#��� ��&


���� �� ����$��	����� �	�
����� �#�� &� 
��� ����	
����	�� �
����	���

��� ��
 �� �
������ �� �#�� (��� ������� &� 
������� �#� ��$
�����

/����3$'#�������3�� 8�� ��; ������ 1 � �	����� 
����� ������� �� �#� ��

��������� ���
	���� �� ��
���� !��� +�� 	 �� �� �������� 
����
���� ��

�	����� �� � 1 ��� ��� xn
1 = (x1, . . . , xn) �� � ��
��� �� n ������ �� � � 0�
���

�#�� �#� ������� ���=�	�
� �� ��(��� �� �#� ��*� �� �#� ���
� �� 	 �� xn
1 1

�#�� ��1

T(xn
1) = |��(xn

1)| = |{A � {x1, . . . , xn} : A � 	}| .

"#� �� �
����� �� ��(��� �� �#� �������#� �� �#� �#����� 
��J
����1 �#��

��1

h(xn
1) = ���2T(x

n
1) .

����� � ��� �� ������ ��� ��� �����
���	��� �������

����	
 H� ���� �� �#�& �#�� �#��� ������ � �	�
���� h � �� n− 1 ���������

�	
# �#�� ��� ��� i = 1, . . . , n1 &������ x(i) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)1

0 � h(xn
1) − h �(x(i)) � 1 ���

n∑
i=1

�
h(xn

1) − h �(x(i))
�
� h(xn

1).

H� ��(�� h � �#� ���	��� &� 1 �#�� ��1 �� �#� ������ ����� �� �#� n − 1

������ �� ��� ���	������ "#�� 
����� 1 ��� �� i1 h �(x(i)) � h(xn
1)1 ��� �#�

�������
� 
����� �� ���� �#�� ���� "#� ���������� ���� �� �#� ����� ��

�� �#�& �#� ��
��� ������� � H� �� �#�� 	���� ����� ����	���� 8"#�����

�5;�

'������� �#� 	������ �������	���� ���� �#� ��� ��(xn
1)� "#�� ��(��� �

������ ��
��� Y = (Y1, . . . , Yn) � �n� "#�� 
����� 1

h(xn
1) = ���2 |��(xn

1)(x)| =
1

�� 2
H(Y1, . . . , Yn)

!-



&#��� H(Y1, . . . , Yn) �� �#� 8I����; ������ �� Y1, . . . , Yn� ���
� �#� 	������

�������	���� ������*�� �#� ������ 1 &� ���� #���1 ��� ��� i � n1 �#��

h �(x(i)) � 1

�� 2
H(Y1, . . . , Yi−1, Yi+1, . . . , Yn).

���
� � ����� ����	���� 

H(Y1, . . . , Yn) � 1

n − 1

n∑
i=1

H(Y1, . . . , Yi−1, Yi+1, . . . , Yn)|,

&� #���
n∑

i=1

�
h(xn

1) − h �(x(i))
�
� h(xn

1)

�� �������� �

"#� ����� �����1 �����#�� &��# "#������ � ��� �) ���������� ���� 

�#� �����&���,

��������� � ��� X1, . . . , Xn 
� ��	����	��� ��	�� ����
��� ������ ����

������ �� � ��	 ��� Z = h(Xn
1) 	����� ��� ��	�� �� ������� ����

���(Z) � �[Z]� �� t > 0

� [Z � �Z+ t] � ���

�
−

t2

2�Z+ 2t/3

�
,

��	 �� ���� 0 < t � �Z�

� [Z � �Z− t] � ���

�
−
t2

2�Z

�
.

%������ �� ��� ��	�� ������ ���(����� T(Xn
1)� �� ����

� ���2 T(X
n
1) � ���2�T(X

n
1) � ���2e� ���2T(X

n
1) .

K��� �#�� �#� ����$#��� ���� �� �#� ���� ��������� �����&� ���� E�������

����	���� 1 &#��� �#� ���#�$#��� ���� � ��3��� s = �� 2 �� �#� (��� ����	���� 

�� "#����� �-� "#�� ���� ��������� �#�&� �#�� �#� ����
��� �� ������ 

� ���2 T(X
n
1) ��� �#� �

����� �� ������ ��� ���#�� 
����
���1 ����������

!.



�� �#� 
���� �� ���� 	 ��� �#� �������	���� �� �#� Xi��� H� ���� #��� �#��

�#�� ��
� ���&���1 �� � �������� &� 1 �� ���� �	������ ������ � /����3 6A51

����� )�V)!7, �#� ������
�� ���3 ������*����� ���
��	�� �� ������������

���������� ��� ���	�� ��������� �� ��� ��� �� �#� �������� ������ ����

(1/n) ���2�[T(X)] 
�������� �� *���� %�� �#� ��(������� ��� ���
	����� &�

����� �� 6A57�

"#� ����� �� 
��
��������� �� �#� �� ������ �� �� ��������*��1 �� �

������#����&��� &� 1 �� � 
���� �� �	�
����� &� 
��� ����	
����	�� �
����	��

��(��� �� �����&��

+�� xn
1 = (x1, . . . , xn) �� �� n$��
��� �� �������� &��# xi � �i �� &#�
#

&� ����
���� � ��� ��(xn
1) � �n �� n$��
���� &#��� 
��������� ��� ��������

�� � ������� �������� ��� �� H� ���	�� �#�� ��� ��
# x � �n ��� i � n1 �#�
��� ��(x(i)) = ��(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) �� �#� ���I�
���� �� ��(xn

1) �����

�#� i�� 
���������1 �#�� ��1

��(x(i)) =
{
y(i) = (y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn) � �n−1 :

�yi � � �	
# �#�� (y1, . . . , yn) � ��(xn
1)

}
.

"#� ����
����� 
������������ ������ �� h(xn
1) = ���b |��(xn

1)| &#��� b �� ��

�������� �������� �	�����

E	�� ��3� �� �#� 
��� �� �� ������ 1 
������������ ��������� �� ��

�#�&� �� #��� �#� ����$��	����� ������� � 8"#� ������� ��� ���� �� �� ����$


����; "#�� &� ���������� ������ �#� �����&��� ��������*�����,

������� �� &����� ���� h(xn
1) = ���b |�(xn

1)| �� � ���
�������� ���

���� ���� ���� �� ��� x � �n ��	 i � n�
h(xn

1) − h(x(i)) � 1 .
�� Xn

1 = (X1, . . . , Xn) �� � ����� �� n ��	����	��� ��	�� ����
���

������ ������ �� � � ���� ��� ��	�� ���
�������� ������ Z = h(Xn
1)

��������

� [Z � � [Z] + t] � ���

�
−

t2

2�[Z] + 2t/3

�
,

��	

� [Z � � [Z] − t] � ���

�
−

t2

2�[Z]

�
.

!A



%������

� [���b |�(Xn
1)|] � ���b�[|�(Xn

1)|] � b− 1

���b
� [���b |�(Xn

1)|] .

��� ��
 
���	�
� ��������
���� 0�
��� �#� ���	� �� �#� ������� ��

��
������� �	����	��
�� �� ��
���� !��1 ��� ��� N(xn
1) ������ �#� �	����

�� �������� ��
������� �	����	��
�� �� xn
1 � L������ �#�� ���2N(xn

1) �� �


������������ ������ � "#�� �� ��� �� ��� � 
���������� � = {0, 1}1 ���

� ���������1 �� ��
# ��
������� �	����	��
� i1 < i2 < � � � < im �� xn
1 1 �

����� n$��
��� yn
1 = (y1, . . . , yn) �	
# �#�� yj = 1 �� ��� ��� �� j = ik ���

���� k = 1, . . . ,m 8����1 �#� ����
�� ��������� �� �#� ��
������� ���	��
�

��� ���3�� � �;� K�& �#� 
��������� �� "#����� �. ��� �����	�� ���1

��� �#������� Z = ���2N(Xn
1) �����(�� ��� �#��� ����	������� �� "#����� �.�

"#�� ���	�� �����(
���� �������� � 
��
��������� ����	���� �������� � 

%���*� 6�!7 ��� ���2N(Xn
1)�

"	, -��������� �� ��� ���#�

�� �#�� ��
���� &� �#�& #�& �#� ��
#���	�� �� �#� ������ ���#�� ���

������� 
��
��������� ����	������� �� �� 	��� �� �����	� ���	������ ���


��������� �� ���� "#� �������� ����� �� �#� ���	������� �� #�&
∑n

i=1(Z−

Z �i)
2 �� 
��������� � �������� �	�
����� �� Z� %�� �����	� ��#�� ��������

&��# �����
������ &� ����� �� �	
#����1 +	����1 ��� 2������ 6�)7� ��

��� 
���� �#� 	���� ��	�� �� ��	�#� �� �#� ���� e−t2/σ2
&#��� σ2 �� �#�


������������ �����$����� 	���� ��	�� �� ���(Z)� "#� (��� ����	���� �� 

�� �������� �� � ��������*����� �� �#� 	���� ���� ����	���� �� "#����� �-�

������� �� &����� ���� ���� �'��� �������� ��������� a ��	 b ����

����
n∑

i=1

(Z− Z �i)
2
�Z>Z�

i
� aZ+ b .

���� �� s � (0, 1/a)�

����[���(s(Z−�[Z]))] � s2

1− as
(a�Z+ b)

!4



��	 �� ��� t > 0�

� {Z > �Z+ t} � ���

�
−t2

4a�Z+ 4b+ 2at

�
.

����	
 +�� s > 0� E	�� ��3� �� �#� (��� ����� �� �#� ����� �� "#����� �)1

&� 	�� �#� ��
� �#�� ��� x > 01 τ(−x) � x21 ��� �#�������1 � "#����� �!

&� #���

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
� �


�esZ
n∑

i=1

(Z− Z �i)
2
�Z>Z�

i

�
� s2

�
a�

�
ZesZ

�
+ b�

�
esZ

��
,

&#��� �� �#� ���� ���� &� 	��� �#� ���	������ �� �#������

:�������1 ��
� �����1 F(s) = �
�
esZ

�
1 �#� ����� ����	���� ��
����

sF �(s) − F(s) ��� F(s) � as2F �(s) + bs2F(s) .

<���� �������� ���# ����� � s2F(s)1 ��
� ����� &� ��� �#�� �#� ����$#���

���� �� I	�� �#� ���������� �� H(s) = s−1 ��� F(s)1 �� &� ������

H �(s) � a(��� F(s)) � + b .

N���� �#� ��
� �#�� ���s→0H(s) = F �(0)/F(0) = �Z ��� ��� F(0) = 01 ���

����������� �#� ����	���� 1 &� ������

H(s) � �Z+ a ��� F(s) + bs ,

��1 �� s < 1/a1

����[���(s(Z−�[Z]))] � s2

1− as
(a�Z+ b) ,

������� �#� (��� ����	���� � "#� ����	���� ��� �#� 	���� ���� ��& �����&�

� 2��3���� ����	���� ��� ����
��� �.� �

"#��� �� � �	���� �������
� ���&��� 	���� ��� ��&�� ���� ��	���� �	���

��� �#� ��&�� ���� � {Z < �Z− t} �� �� ����� �������1 �	� �� �#� ��$

��
������ ����	���� �� "#����� �1 	���� �	
# ���� ������� 
���������

��
∑n

i=1(Z − Z �i)
2
�Z<Z�

i
8���� �#� �������
� ���&��� �#�� �	����� ���∑n

i=1(Z− Z �i)
2
�Z>Z�

i
��������� �� �#� �#����� �����M;�

)5



������� �� &����� ���� �� ���� ���	�������� �������� g�

n∑
i=1

(Z− Z �i)
2
�Z<Z�

i
� g(Z) .

���� �� ��� t > 0�

� [Z < �Z− t] � ���

�
−t2

4�[g(Z)]

�
.

����	
 "� ����� ��&��$���� ����	������� &� ������ 	���� ��	��� ��� F(s) =

�[���(sZ)] &��# s < 0�  �#� �#��� ����	���� �� "#����� �!1

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
�

n∑
i=1

�

�
esZτ(s(Z �i − Z))�Z<Z�

i

�

�
n∑

i=1

�

�
esZs2(Z �i − Z)2

�Z<Z�

i

�
8	���� s < 0 ��� �#�� τ(−x) � x2 ��� x > 0;

= s2�


�esZ
n∑

i=1

(Z− Z �i)
2
�Z<Z�

i

�
� s2�

�
esZg(Z)

�
.

���
� g(Z) �� � �����
������� ��� esZ �� � ��
������� �	�
���� �� Z1 '#�� $

�#���� ����
������ ����	���� 8"#����� �; ������� �#��

�

�
esZg(Z)

�
� �

�
esZ

�
�[g(Z)] .

"#	�1 �������� ���# ����� �� �#� �������� ����	���� � s2F(s) ��� &������

H(s) = (1/s) ��� F(s)1 &� ������

H �(s) � �[g(Z)] .

����������� �#� ����	���� �� �#� �������� [s, 0) &� ������

F(s) � ���(s2�[g(Z)] + s�[Z]) .

)�



2��3���� ����	���� ��� ������*��� �� s ��& ������� �#� �#������ �

"#� ���� ���	�� �� 	���	� &#�� ��� �� ���������� �� ��&��$���� ��	��� �	�∑n
i=1(Z−Z �i)

2
�Z<Z�

i
�� ��J
	�� �� #������ �� ���� 
����

∑n
i=1(Z−Z �i)

2
�Z>Z�

i

�� ������ �� ��	��� �� �	
# � ���	����� &� ���� �#� ���������� �	�������

�#�� |Z−Z �i| ������� ��	����� H��#�	� ���� �� ��������� 1 &� ���	�� �#��

�#� ��	�� �� 1�

������� �� &����� ���� ���� �'���� � ���	�������� �������� g ����

����
∑n

i=1(Z−Z �i)
2
�Z>Z�

i
� g(Z) ��	 �� ��� ����� �� Xn

1 ��	 Xi
�� |Z−Z �i| �

1� ���� �� ��� K > 0� s � [0, 1/K)

����
�
���(−s(Z−�[Z]))

�
� s2τ(K)

K2
�[g(Z)] ,

��	 �� ��� t > 0� ���� t � (e− 1)�[g(Z)] �� ����

� [Z < �Z− t] � ���

�
−

t2

4(e− 1)�[g(Z)]

�
.

����	
 "#� 3� ����������� �� �#�� �#� �	�
���� τ(x)/x2 = (ex − 1)/x ��

��
������� �� x > 0� '#���� K > 0� "#	�1 ��� s � (−1/K, 0)1 �#� ��
���

����	���� �� "#����� �! ������� �#��

s�
�
ZesZ

�
−�

�
esZ

�
����

�
esZ

�
�

n∑
i=1

�

�
esZτ(−s(Z− Z(i)))�Z>Z�

i

�

� s2
τ(K)

K2
�


�esZ
n∑

i=1

(Z− Z(i))2
�Z>Z�

i

�
� s2

τ(K)

K2
�

�
g(Z)esZ

�
,

&#��� �� �#� ���� ���� &� 	��� �#� ���	������ �� �#� �#������

E	�� ��3� �� �#� ����� �� "#����� �41 &� ��	���
�
g(Z)esZ

�
� �[g(Z)]�

�
esZ

�
�

"#� ���� �� �#� ����� �� ������
�� �� �#�� �� "#����� �4� ���� &� ���3 K = 1�

�

)�



���������

������� �� 3���$ ��� ��
�	�	�
 �� !������ 1C 	
 ��� ������	
� ���� ����

���� 	�

�


� n∑
i=1

(Z− Z �i)
2
�Z>Z�

i

����Xn
1

� � c
���
 ��� ��� t > 0 

� [Z > �Z+ t] � e−t2/4c

�
� 	�

�


� n∑
i=1

(Z− Z �i)
2
�Z�

i>Z

����Xn
1

� � c ,
���


� [Z < �Z− t] � e−t2/4c .

������� �� ���	����� ���
��� ������
��� 
���	���� "����

���� 
��� ��� ��
�	�	�
� �� ��������� 0 ��� ������	
� 	��������
� �����)

� [|Z−�Z| > t] � 2e−2t2/C

-��(	���	� /C927� &	
�) #�	�� Z �� � �� �� ����	
���� �	����
��� �� 	


��� ����� �� !������ D� *�� ����
���� ��
�	
� �
� ������� �� 	
 ���

����� �� &����	
��� 	
����	�� 
��	
� ���� ��� �����
� ����� ��� ���

�� ����	
���� �	����
����

������� �� %�� C �
� a ��
��� ��� ���	�	�� ���� 
����� �
� ��
���

h1(x) = 1+ x−
�
1+ 2x� ���� ����

�	�
λ�[0,1/a)

�
λt−

Cλ2

1− aλ

�
=
2C

a2
h1

�
at

2C

�
� t2

2
�
2C + at

�
�
� ���� ��� ������ 	� ����	
�� ��

λ =
1

a

�
1−

�
1+

at

C

�−1/2
�
.

>��� 

�	�
λ�[0,∞)

�
λt−

Cλ2

1+ aλ

�
=
2C

a2
h1

�
−at

2C

�
� t2

4C

)�



	� t < C/a �
� ��� ������ 	� ����	
�� ��

λ =
1

a

��
1−

at

C

�−1/2

− 1

�
.

������� �� >���� ���� h(xn
1) = logb|��(x)| 	� � ����	
����	�� �
�����

��� ���� ��� ��� x � �n �
� i � n 

h(xn
1) − h(x(i)) � 1

���� ���� h ��� ��� �������
�	
� ���������

������� �� >���� ���� Z = g(Xn
1) = g(X1, . . . , Xn) ����� X1, . . . , Xn ���

	
����
��
� ���������� ��
��� ���	����� �
� g 	� � 
�
�������	
� �
��	�


�� ���� ���	����� ������ ���� ����� �$	��� �
����� 
�
�������	
� �
��	�


f : �n → � ��� ����

n∑
i=1

(Z− Z �i)
2
�Z<Z�

i
� f(Xn

1) .

���� ���� ��� ��� t > 0 

�[Z < �Z− t] � e−t2/(4�f(Xn
1 ))

)!



! �������	���� �� �����	�

�� �#�� ��
���� &� ������� �#� C������������
D ������
# �� 
��
��������� ��$

��	�������1 �������� ��� ���������1 �� ����� ����1 � "�������� 6.-1 ..1 .A7�

%���� &� ���� �� ��	������� ����	������ �� �#� ��	���� �������
�� ����	��$

�� 8'������� !; &#�
# �#�&� �#�� �� ��� ��� ����� ��� �� � ����	
� ����$

������ ���
� #�� �#� ������� �#�� �#� ���������� �� �#��� ������ &#���

������� ������
� ���� �#� ��� �� �	
# ������ �#��
�
n �� ������������ 

������ "#��1 	���� �#� �	�� ��&�� �� "#����� �)1 &� ������� � �����(
���

����������� �� �#�� 
��
���������$��$����	�� ���	��1 3��&� �� "����������

��
��$ �	���
�� 	
����	���

*	
 ������� ��������� ���������� ��(������

'������� ����������� ������ ��������� X1, . . . , Xn ��3��� �#��� ���	�� ��

� 8����	�����; ��� � ��� ������ �#� ��
��� �� �#��� ��������� � Xn
1 =

(X1, . . . , Xn) ��3��� ��� ���	� �� �n�

+�� A � �n �� �� �������� 8����	�����; ��� ��� &���� �[A] = �[Xn
1 �

A]� "#� &���	
� �	���
�� d(xn
1 , y

n
1) ���&��� �#� ��
���� xn

1 , y
n
1 � �n ��

��(��� �� �#� �	���� �� 
���������� �� &#�
# xn
1 ��� yn

1 ������ ������	
�

d(xn
1 , A) = ���

yn
1 �A

d(xn
1 , y

n
1),

�#� ������� ������
� ���&��� �#� ��� A ��� �#� ����� xn
1 � "#� ����


���	�� �� �#� �����&���,

������� �� )� ��� t > 0�

�

�
d(Xn

1 , A) � t+

�
n

2
���

1

�[A]

�
� e−2t2/n .

L������ �#�� �� �#� ���#�$#��� ���� &� #��� �#� ����	�� �� �#� 
��$

������� �� �#� t������ �� �#� ��� A1 �#�� ��1 �#� ����	�� �� �#� ��� ��

������ &#��� ������� ������
� ���� A �� �� ����� t� �� &� 
������� � ���1

�� 1 &��# �[A] = 1/1061 &� ��� �����#��� ��� �	��������, �#� ����	��

�� �#� ��� �� ������ &#��� ������� ������
� �� A �� ���� �#�� 10
�
n ��

))



������� �#�� e−108M �� ��#�� &����1 ����	
� ����	��� ��� 
��
�������� ��

�������� ����� ����W#��
� �#� ���� C
��
��������� �� ����	��D�

����	
 L������ �#�� �#� �	�
���� g(xn
1) = d(xn

1 , A) 
����� 
#���� � ����

�#�� � � �������� ��� 
�������� �� xn
1 1 �#�� ��1 �� #�� �#� ��	���� �����$

��
�� ������� &��# 
�������� c1 = � � � = cn = 1� "#	�1 � �#� ��	����

�������
�� ����	���� 8"#����� ! &��# �#� ������� 
�������� ����� �� ��$

��
��� �-;1

�[�d(Xn
1 , A) − d(Xn

1 , A) � t] � e−2t2/n.

	� � ��3��� t = �d(Xn
1 , A)1 �#� ����$#��� ���� ��
���� �[d(Xn

1 , A) �
0] = �[A]1 �� �#� ����� ����	���� �������

�[d(Xn
1 , A)] �

�
n

2
���

1

�[A]
.

"#��1 � 	���� �#� ��	���� �������
�� ����	���� �����1 &� ������

�

�
d(Xn

1 , A) � t+

�
n

2
���

1

�{A}

�
� e−2t2/n

�� �������� �

L������ �#�� �#� ��	���� �������
�� ����	���� �� ���� �� �������

���� �#� ����� �#������ ������1 �� &� 
������� � �	�
���� g �� �n #�����

�#� ��	���� �������
�� ������� &��# 
�������� ci = 1 8��� ������
�� ;1

�#�� &� �� ��� A = {xn
1 � �n : g(xn

1) � �[Z]}1 &#��� �[Z] ������� �

������ �� �#� ������ �������� Z = g(X1, . . . , Xn)� "#�� 
����� �[A] �
1/21 �� �#� ����� �#����� �������

�[Z−�Z � t+

�
n

2
��� 2] � e−2t2/n .

"#�� #�� �#� ���� ���� �� �#� ��	���� �������
�� ����	���� ��
��� �#��

�#� ����
��� ���	� �� Z �� �����
�� � ��� ������� "#�� �������
� �� 	�	��� 

����������1 ���
�

|�Z−�Z| � �|Z−�Z| =

∫∞
0

�[|Z−�Z| � t]dt,

�� &#������ �#� ��������� �� Z ���� ��� ���� �� �����1 ��� ����
��� ���	�

�	�� �� 
���� �� ��� ������ 8��� ����
��� �4;�

)-
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�� � �����3���� ������ �� ������ 8��� 6.A716.-716..7;1 "�������� ��������� ��

���	
���� ���#�� �� ����� ��&���	� 
��
��������� ���	��� �� ��� 
����

&#�� �#� ��	���� �������
�� ����	���� ������ B��#��� �#� ���� &���� 

	��� �� �#��� �� �#� ��$
����� C
�����$������
� ����	���� D1 ��� ���� ������

6.)71 2
:������ 6-57 ��� �	��� � &��# ������� ����������� �����
������� ����

&� 	�� "#����� �) �� ������ � ������� �� �#� 
����� ������
� ����	���� �

%�� ������� ���������� ��� ���������� &� ����� �� "�������� 6.A716.-716..7�

"� 	��������� "���������� ����	���� 1 &� �����& � ������ ���	����

���� 6-57� %���� ������� �#�� "#����� �� �� �� ����� ��������*�� � 

����&��� �#� ������
� �� �#� ����� Xn
1 ���� �#� ��� A �� �� ����	��� � �

��	����� &���	
� �	���
��

dα(xn
1 , A) = ���

yn
1 �A

dα(xn
1 , y

n
1) = ���

yn
1 �A

∑
i:xi �=yi

|αi|

&#��� α = (α1, . . . , αn) �� � ��
��� �� ����������� �	������ 0�������� �#�

���	���� �� �#� ����� �� "#����� ��1 &� ������1 ��� ��� α1

�


�dα(Xn
1 , A) � t+

�����α�2

2
���

1

�[A]

� � e−2t2/
α
2

,

&#��� �α� =
�∑n

i=1α
2
i ������� �#� �	
������ ���� �� α� "#	�1 ��� ����$

���1 ��� ��� ��
���� α &��# 	��� ���� �α� = 11

�

�
dα(Xn

1 , A) � t+

�
1

2
���

1

�[A]

�
� e−2t2

.

"#	�1 �������� u =
�

1
2
��� 1

�[A]
1 ��� �� t � u1

� [dα(Xn
1 , A) � t] � e−2(t−u)2

.

L� �#� ��� #���1 �� t �
�

−2 ����[A]1 �#�� �[A] � e−t2/2� L� �#� ��#��

#���1 ���
� (t−u)2 � t2/4 ��� t � 2u1 ��� �� t �
�
2 ��� 1

�[A]
�#� ����	���� 

����� ������� � [dα(Xn
1 , A) � t] � e−t2/2 � "#	�1 ��� ��� t > 01 &� #���

�	�
α:
α
=1

�[A]�� [dα(Xn
1 , A) � t] � �	�

α:
α
=1
��� (�[A],� [dα(Xn

1 , A) � t]) � e−t2/2 .

).



"#� ���� ������� �� "���������� ����	���� �� �#�� �#� ����� ����	���� 

������� ��	� ���� �� �#� �	����	� �� ��3�� &��#�� �#� ���������� � "�

��3� �#�� ��������� ���
���1 ������	
�1 ��� �� xn
1 = (x1, . . . , xn) � �n1 �#�

��
��$ �	���
�� �� xn
1 ���� �#� ��� A � 

dT(xn
1 , A) = �	�

α�[0,∞)n :
α
=1
dα(xn

1 , A) .

"#� ���� ���	�� �� � ������ ��
�� ���	�� ���� "���������� ��������� �����

6.-7� %�� �� ���� �������� 
��
���������$��$����	�� ���	�� &� ����� �� 6..7�

������� �� ��
��� ���	
�� 
���	���� )� ��� ��
��� A � �n

���� �[Xn
1 � A] � 1/2 ��	 t > 0�

��� (�[A],� [dT(Xn
1 , A) � t]) � e−t2/4 .

���� �#�	�# �� �#� (��� ���#� �� �� ��� �����	� #�& "���������� ���	��


�� �� 	��� �� ����� 
��
��������� ��� ������� �	�
����� g �� Xn
1 1 �����$

���� &��# ��������� ������ &��31 �#� �#����� �� �� 
�������� ���� ��� 

	���	� ����	�������� "�������� 6.-71 ������ 6.)71 ��� 2
:������ 6-57 �	��� 

� ����� ������ �� �����
������� ������� �� ������	
��� "���������� ��������

����� #��� &� �#�& #�& "#����� �) ��� �5 ���� �#� 
����� ������
� ��$

��	���� � 8"#�� ����� ����� � ����#�� &���� �������� �#�� �#� ��� ��������

� "���������� ���#�� ������ ������;

����	
 :�(�� �#� ������ �������� Z = dT(Xn
1 , A)� %���� &� ������� �#��

dT(xn
1 , A) 
�� �� ����������� �� � ������ ������ +�� �(A) ������ �#� ���

�� ���������� ����	�� �� A� "#��

dT(xn
1 , A) = �	�

α:
α
�1
���

ν��(A)

∑
j

αj�ν[�xj �=Yj
]

8&#��� Yn
1 �� �������	��� �

������ �� ν;

= ���
ν��(A)

�	�
α:
α
�1

∑
j

αj�ν[�xj �=Yj
]

&#��� �#� ������ ����� �� �
#������ "#�� �����&� ���� ������ ������ "#�$

���� 6.�7 &#�
# ������ �#�� �� f(x, y) ������� � �	�
���� ���� �  � �� �

�#�� �� 
����� ��� ��&��$����$
�����	�	� &��# �����
� �� x1 
��
��� ���

)A



	����$����$
�����	�	� &��# �����
� �� y1 &#��� � �� 
����� ��� 
����
�1

�#��

���
x
�	�

y
f(x, y) = �	�

y
���
x
f(x, y) .

8H� ���� �#� ������� �� 
#�
3��� �#� 
��������� �� ������ �#�����1 ��� 6�)7�;

+�� ��& (�ν, �α) �� � ������ ����� ��� xn
1 � H� #���

Z �i = ���
ν��(A)

�	�
α

∑
j

αj�ν[�
x

(i)
j �=Yj

] � ���
ν��(A)

∑
j

�αj�ν[�
x

(i)
j �=Yj

]

&#��� x
(i)
j = xj �� j �= i ��� x

(i)
i = x �i� +�� Uν ������ �#� �������	���� �� A

�#�� �
#����� �#� ��(�	� �� �#� ������ ����������� K�& &� #���

Z = ���
ν

∑
j

�αj�ν[�xj �=Yj
] �

∑
j

�αj��ν[�xj �=Yj
] .

���
� &� ���

Z− Z �i �
∑

j

�αj��ν[�xj �=Yj
− �

x
(i)
j �=Yj

] = �αi��ν[�xi �=Yi
− �

x
(i)
i �=Yi

] � �αi .

"#�������
∑n

i=1(Z − Z �i)
2
�Z>Z�

i
� ∑

i
�α2

i = 1� "#	� � "#����� �) 8����

���
���� 1 � ��� ��������*����� �� ����
��� �);1 ��� �� t > 01

� [dT(Xn
1 , A) −�dT(Xn

1 , A) � t] � e−t2/4.

�������� 1 � "#����� �5 &� ���

� [dT(Xn
1 , A) −�dT(Xn

1 , A) � −t] � e−t2/(4(e−1))

&#�
#1 � ��3��� t = �dT(Xn
1 , A)1 �������

�dT(Xn
1 , A) �

�
4(e− 1) ���

1

�[A]
.

�

�
dT(Xn

1 , A) −

�
4(e− 1) ���

1

�[A]
� t

�
� e−t2/4 .

)4



K�& �� 0 < u �
�

−4 ����[A] �#�� �[A] � e−u2/4� L� �#� ��#�� #���1 ��

u �
�

−4 ����[A] �#��

� [dT(Xn
1 , A) > u] � �


�dT(Xn
1 , A) −

�
4(e− 1) ���

1

�[A]
> u− u

�
e− 1

e

�

� ���

⎧⎨
⎩−

u2
�
1−

�
(e− 1)/e

�2

4

⎫⎬
⎭

&#��� �#� ��
��� ����	���� �����&� ���� �#� 	����$���� ����	���� ������

�� 
��
�	����1 ��� ��� u > 01 &� #���

��� (�[A],� [dT(Xn
1 , A) � u]) � ���

⎧⎨
⎩−

u2
�
1−

�
(e− 1)/e

�2

4

⎫⎬
⎭

&#�
# 
��
�	��� �#� ����� �� �#� 
����� ������
� ����	���� 8&��# � &����


������� �� �#� ��������;� �

*	� ���#&���

�� &#�� �����&� &� ���
���� �� �����
����� �� �#� 
����� ������
� ����	���� 

��� �#� ��� ��
3��� ���
	���� �� ��
���� !��1 ��������� �� "�������� 6.-7�

+�� g(xn
1) ������ �#� �����	� �	���� �� ���� �� ��*� 1 ���� &#�
# �#�

�	����� x1, . . . , xn � [0, 1] 
�� �� ��
3��� H� 
������� �#� ������ ��������

Z = g(Xn
1) &#��� X1, . . . , Xn ��� �����������1 ��3��� ���	�� �� [0, 1]�

��������� � "����� Σ =
�
�

∑n
i=1X

2
i � ���� �� ���� t > 0�

�[|Z−�Z| � t+ 1] � 8e−t2/(16(2Σ2+t)) .

����	
 %���� ������� 8��� �#�� �� �#� ��� ���
�(
 ������� �� g &� 	�� ��

�#� �����M; �#�� ��� �� xn
1 , y

n
1 � [0, 1]n1

g(xn
1) � g(yn

1) + 2
∑

i:xi �=yi

xi + 1 .

-5



"� ��� �#�� �� �	J
�� �� �#�& �#�� �#� xi ��� &#�
# xi �= yi 
�� �� ��
3��

���� �� ����
 
2

∑
i:xi �=yi

xi

!
+ 1 ����� %�� �#�� �� ���	�# �� (�� � ��
3���

�	
# �#�� �� ���� ��� ��� �� ���� �#�� #��� �	��� 	� �	
# � ��
3��� �	��

����� ��
�	�� &� 
�� ��&� � ��
3 �#� 
������� �� �&� #���$���� ���� ����

����

:������� � α = α(xn
1) � [0,∞)n �#� 	��� ��
��� xn

1/�xn
1�1 &� 
����� 

#��� ∑
i:xi �=yi

xi = �xn
1�

∑
i:xi �=yi

αi = �xn
1�dα(xn

1 , y
n
1) .

+�� a �� � �������� �	���� ��� ��(�� �#� ��� Aa = {yn
1 : g(yn

1) � a}� "#��1

� �#� ���	���� ����� ��� � �#� ��(������ �� �#� 
����� ������
�1 ���

��
# xn
1 � [0, 1]n �#��� ������ yn

1 � Aa �	
# �#��

g(xn
1) � g(yn

1) + 2
∑

i:xi �=yi

xi + 1 � a+ 2�xn
1�dT(xn

1 , Aa) + 1

���� &#�
# &� 
��
�	�� �#�� ��� ��
# a > 01 Z � a+2�Xn
1�dT(Xn

1 , Aa)+1�
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�
� 4e−t2/(16(2Σ2+t)) .
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